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RESUMO

Neste trabalho € dado inicio ao desenvolvimento de um quadricéptero elétrico radio
controlado, que devera servir como plataforma universal para pesquisas futuras
envolvendo tanto modificacbes e aprimoramentos do protétipo em si, quanto a sua
utilizagdo no apoio a trabalhos correlatos. O projeto se inicia com a revisao
bibliografica sobre o tema, para a determinacdo do seu estado da arte. Em seguida,
€ obtido o sistema de equacdes diferenciais ndo lineares que representa o modelo
dindmico em malha aberta do quadricOptero. Prossegue-se, entdo, com a
linearizagdo do modelo e a sua representacdo em espaco de estados, juntamente
com a determinacdo do esquema de sensoriamento necessario ao sistema de
controle. Em seguida é conduzida a selecdo e aquisicdo dos componentes,
acompanhada do projeto do prototipo. Os parametros fisicos do prototipo sdo entéao
obtidos, permitindo a simulagéo, validacdo e anélise do modelo néo linear em malha
aberta. Com base nas respostas obtidas, € feito o desenvolvimento teérico do
sistema de controle capaz de adequar o comportamento dinamico do modelo em
malha fechada, permitindo que este cumpra com o0s requisitos de desempenho

impostos. Por fim, o projeto é concluido com a construcéo do protétipo.



ABSTRACT

In this work it is initiated the development of an electric radio controlled quadcopter,
which should serve as a universal platform for future research involving both
modifications and improvements of the prototype itself, as its use in the support of
related work. The project begins with the literature review on the topic, for the
determination of its state of the art. Then, it is obtained the system of nonlinear
differential equations that represents the open loop dynamic model of the
quadcopter. The project continues with the linearization of the model and its
representation in state space, along with the determination of the necessary sensors
setup for the control system. Then it is conducted the selection and acquisition of the
components, together with the design of the prototype. The physical parameters of
the prototype are then obtained, allowing the simulation, validation and analysis of
the non-linear model in open loop. Based on the responses, it is made the theoretical
development of the control system capable to adjust the dynamic behavior of the
closed loop model, allowing it to comply with the imposed performance requirements.

Finally, the project is concluded with the construction of the prototype.
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1 INTRODUCAO

O crescente desenvolvimento de sistemas de sensoriamento e
processamento compactos de uso comercial, alavancado pela grande disseminacao
de equipamentos que fazem uso desses dispositivos, tem proporcionado uma
constante redugéo dos seus custos.

Sob essa conjuntura, os veiculos aéreos ndo tripulados, ou VANTS,
aeronaves que, dependendo do tipo e aplicacdo, podem requerer diversos sensores
bem como um sistema de processamento embarcado para o0 controle da
estabilizacdo, navegacgéao, transmissao de dados e recebimento de comandos, tem
se tornado foco de estudos em muitos centros académicos de cunho técnico-
cientifico ao redor do globo, bem como em departamentos de pesquisa e
desenvolvimento de setores industriais diversos.

Um tipo de VANT que vem ganhando popularidade sdo os multirotores,
aeronaves cuja sustentacdo é proporcionada por rotores multiplos independentes,
na sua maioria coplanares e dispostos de maneira radialmente simétrica, capazes
de voar segundo trajetorias diversas, bem como efetuar decolagens e pousos na
vertical.

O conceito de multirotores data do inicio do século 20 (LEISHMAN, 2002),
guando os franceses Louis e Jacques Bréguet, inspirados e orientados pelo trabalho
de seu professor Charles Richet, comecaram a trabalhar em protétipos desse tipo de
aeronave. Apés algumas tentativas fracassadas, o primeiro voo ocorreu em 1907
com a aeronave Bréguet-Richet Gyroplane No. 1. Embora a altitude alcancada ndo
tenha ultrapassado 1,5 metros, tenham sido necessarias varias pessoas para manté-
lo estavel, e 0 voo tenha durado menos de 1 minuto, aquele foi o primeiro multirotor
com quatro rotores, ou quadricoptero, com propulsdo prépria a alcar voo de que se
tem registro. A figura 1.1 mostra uma foto do Bréguet-Richet Gyroplane No. 1, e a

figura 1.2 um modelo computadorizado moderno da mesma aeronave.
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Figura 1.2 — Modelo do Bréguet-Richet Gyroplane No. 1 (THE PIONEERS, 2002)

Desde entdo, até a segunda metade do século 20, o conceito pouco evoluiu,
dada a instabilidade natural do sistema que exigia uma excepcional habilidade do
piloto para manter um voo estavel. Somente com o surgimento da eletrénica digital e
de sistemas de controle automaticos, as pesquisas envolvendo veiculos voadores
dessa natureza passaram a ganhar maior atencao.

Gragas as suas caracteristicas operacionais, simplicidade mecéanica e baixo
custo, quando comparados a helicopteros convencionais, 0s multirotores, tais como
0s quadricépteros, tém encontrado cada vez mais aplicacdes tanto em atividades
profissionais, como missfes de busca e resgate, inspecbes em areas agricolas,
acompanhamentos climaticos, intervencées em ambientes hostis e filmagens
aéreas, como em atividades de carater recreativo, na forma de brinquedos radio

controlados.



Apesar disso, ainda sao muitos os aspectos desses aparelhos que precisam
ser melhorados tais como a reduzida capacidade de carga, o alto consumo de
energia e baixa autonomia de voo, dentre outros.

Assim, devido ao seu grande potencial comercial e ao espaco significativo

para melhorias de desempenho, fica claro o interesse no desenvolvimento dessas
aeronaves.



2 OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho é dar inicio ao desenvolvimento de um
quadricoptero elétrico radio controlado, que devera servir como plataforma universal
para pesquisas futuras que envolvam tanto modificagdes e aprimoramentos do
protétipo em si, quanto a sua utilizacdo no apoio a projetos correlatos.

As atividades a serem abordadas neste trabalho compreenderdo: revisdo
bibliogréfica, obtencdo do modelo dindmico ndo linear em malha aberta do
quadricoptero, linearizacdo do modelo nao linear, representacdo do modelo
linearizado em espaco de estados, estabelecimento do esquema de sensoriamento
necessario ao sistema de controle, selecdo e aquisicdo dos componentes
necessarios, execucdo do projeto do protétipo, obtencdo dos seus parametros
fisicos, simulacdo e validagdo do modelo ndo linear em malha aberta,
desenvolvimento tedrico do sistema de controle e, por fim, construcdo do protétipo.

Idealmente, ao término do projeto, espera-se ter um protétipo pronto para
receber o sistema de controle embarcado e capaz de executar os testes em banco
de provas e em voo livre, necessérios a sua validagao.

No que diz respeito as caracteristicas do protétipo a ser desenvolvido, o
projeto serd conduzido tendo em vista 0s seguintes requisitos: controle remoto por
meio de um sistema de transmissor e receptor com comunicacdo via radio,
capacidade de decolagem e pouso na vertical sob o comando do piloto, capacidade
de manter voo nivelado estavel sem a necessidade de atuacao do piloto, capacidade
de realizar trajetos diversos sob o comando do piloto, massa total da aeronave igual
ou inferior a 2 kg, empuxo total maximo igual ou superior a 1,5X o peso da

aeronave, area projetada maxima igual ou inferior a 1 m2.



3 DESCRICAO DAS ETAPAS DO TRABALHO E METODOLOGIA

A seguir serdo descritas as etapas a serem cumpridas para a conclusdo do
projeto e a metodologia utilizada. Vale ressaltar que essas descricbes ndo visam
pormenorizar o conjunto de tarefas de cada etapa, mas sim dar uma ideia geral do
trabalho como um todo.

Primeiramente deve-se dar inicio a revisao bibliografica. Esta etapa, que deve
se estender ao longo de todo o projeto, visa a avaliacdo do estagio atual em que se
encontram as pesquisas sobre o tema em maos, bem como a aquisicdo do
conhecimento tedrico necessario ao seu desenvolvimento.

A etapa seguinte € a obtencdo do sistema de equacles diferenciais nao
lineares que representa o modelo dinAmico em malha aberta do quadricoptero. Os
fenbmenos reais a serem considerados no modelo, bem como a maneira como eles
serdo representados, devera retratar um compromisso entre o desempenho final
esperado do protétipo e a complexidade matematica resultante.

Em seguida deve-se efetuar a linearizagdo do modelo néo linear obtido,
seguido da sua representacdo em espaco de estados, de forma a permitir o
desenvolvimento de técnicas de controle moderno baseadas em sistemas lineares
com parametros constantes no tempo. Neste ponto deverd ser estabelecido o
esquema de sensoriamento necessario ao sistema de controle, bem como os
métodos a serem empregados no processamento das medidas obtidas.

A préxima etapa € a selecdo e aquisicdo dos componentes necessarios,
seguida do projeto do protétipo. Os principais componentes a serem adquiridos sao:
conjunto de sensores, dispositivo de processamento de dados, sistemas de
sustentacao e propulsao, sistema de baterias e sistema de radio controle.

De posse dos componentes e do projeto, podem-se obter os parametros
fisicos do protoétipo final, essenciais a validacdo do modelo ndo linear em malha
aberta e ao desenvolvimento do sistema de controle. Para a obtencdo dos
parametros fisicos deverdo ser empregados métodos tedricos, numéricos e
experimentais, sendo que para o Ultimo est4 previsto o desenvolvimento de

dispositivos que permitam a execugao dos ensaios.



Com os parametros fisicos do protétipo em maos, podem-se conduzir as
simulagées do modelo ndo linear em malha aberta, tanto para que este possa ser
validado, quanto para que a natureza de seu comportamento dinamico seja avaliada.

O desenvolvimento tedrico do sistema de controle, passo seguinte, sera
conduzido em funcdo das respostas obtidas anteriormente com as simulagdes do
modelo em malha aberta. O seu objetivo é a adequacdo do comportamento
dindmico do modelo em malha fechada, de forma a permitir que este cumpra com 0s
requisitos de desempenho impostos. Dadas as limitacbes do modelo dinamico do
quadricoptero e do sistema de controle, sdo esperadas diferencas entre o
comportamento real do protétipo e o observado nas simulacdes do modelo em
malha fechada, de modo que os parametros de controle preliminares obtidos nesta
etapa deverao ser futuramente refinados através de ensaios com o prototipo.

A etapa final a ser abordada no presente trabalho € a construc¢éo do protétipo.
A implementagao do sistema de controle no hardware embarcado e a sua validagéo
por meio de testes de campo serdo abordados em trabalhos futuros.

E importante ressaltar que, apesar da aparente linearidade na execucéo das
etapas, o que se tem de fato é um processo espiralado, onde com o decorrer do
projeto o nivel de conhecimento sobre o tema aumenta, permitindo que decisbes
tomadas em estagios iniciais sejam reconsideradas e, quando necessario,
modificadas para refletir o atual estagio de conhecimento.

Ao longo do projeto estdo previstas lacunas no cronograma de atividades,
destinadas a redacdo de relatérios e artigos, assim como a preparacao de
apresentacoes e posters.

A tabela 3.1 mostra de forma condensada as etapas discutidas anteriormente.



Tabela 3.1 — Cronograma do projeto

2013

2014

S

O

D|J

Revisao bibliografica

X

X| X

Redacéo do relatério parcial de PME 2598

X

Obteng&o do modelo dindmico néo linear

Redacéo do relatério final de PME 2598

X[ X| X[ X

Linearizacéo e representacéo do modelo em espaco de estados

Redacéao do relatério parcial de PME 2599

Selecao e aquisicdo dos componentes

Projeto do protétipo

x| X| X| X

Redacéo do relatério final e do artigo técnico de PME 2599

x| X| X| X

Preparacéo da apresentacao e do pbster de PME 2599

Obtencgéo dos parametros fisicos do prototipo

x| X| X[ X| X

Simulacdes do modelo néo linear em malha aberta

x| X| X| X| X| X

Redacéo do relatério parcial de PME 2600

Desenvolvimento do sistema de controle

X| X[ X| X

X| X[ X| X

Construgédo do protétipo

Redacéo do relatério final e do artigo técnico de PME 2600

X[ X| X| X| X| X

Preparacéo da apresentacao e do pbster de PME 2600

X| X| X| X

x| X| X| X




4 BREVE APRESENTACAO DE UM QUADRICOPTERO

Quadricopteros sao aeronaves sustentadas pelo empuxo gerado por quatro
rotores dispostos normalmente em forma de cruz, sendo um par (1, 3) com rotagéo
em um sentido e o outro (2, 4) com rotacao no sentido contrario, conforme ilustra a

figura 4.1.

Figura 4.1 — Esquema de rotacéo dos rotores de um quadricoptero

Através da alteracdo controlada da rotacdo de cada rotor € possivel modificar
a forca de sustentacdo produzindo movimentos diversos. Por exemplo, aumentando
ou diminuindo a rotagdo dos quatro rotores pode-se produzir, respectivamente, o
movimento de subida ou descida vertical. Aumentando-se a rotagéo dos rotores 1 e
2, e diminuindo-se na mesma proporcao a rotacdo dos rotores 3 e 4, produz-se o
movimento de rolagem para esquerda resultando em uma translagdo no mesmo
sentido. De forma anéloga, pode-se produzir o movimento de rolagem e translacao
para a direita, ou os movimentos de arfagem para frente ou para tras, seguidos das
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respectivas translacdes. O movimento de guinada € conseguido atraves da diferenca
do torque de reacdo entre o0 corpo da aeronave e 0s componentes rotativos do
sistema de sustentac&o e propulsdo. Por exemplo, 0 movimento de guinada para a
direita € conseguido aumentando-se a rotacdo do par de rotores com sentido de
rotacdo para a esquerda e diminuindo-se na mesma proporcgéo a rotacao do par com
sentido de rotagdo para a direita. O movimento oposto é obtido analogamente
através de uma acgao contraria.

Com excecao dos motores e rotores, que ficam localizados nas extremidades
da estrutura, os demais componentes eletrGnicos como sensores, baterias e unidade
de processamento sdo normalmente posicionados préximos ao centro do corpo da

aeronave.



5 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Pounds, et al. (2002)

Desenvolveram um quadricoptero com componentes comercialmente
disponiveis para servir de plataforma para a conducao de ensaios laboratoriais.

O modelo que descreve a dinamica do corpo da aeronave foi obtido através
da aplicacdo da formulagcdo de Newton-Euler considerando-se os seis graus de
liberdade de um corpo rigido no espaco, ou seja, deslocamentos em x, y, z do
centro de massa e rotagdes segundo os angulos de Euler. As for¢cas consideradas
foram o peso proprio da aeronave e as interacfes dinamicas entre cada um dos
quatro motores e 0 corpo. Essas intera¢cfes incluem o empuxo de sustentagdo, o
torque reativo gerado pelo arrasto dos rotores e 0S momentos giroscopicos
resultantes dos sistemas de sustentacdo e propulsdo. As equacdes obtidas foram
entdo linearizadas em torno do ponto de operacéo que representa o voo pairado.

Cada um dos quatro sistemas de sustentacdo e propulsédo, formados pelos
motores elétricos DC, caixas de reducdo e rotores, formam sistemas dinamicos
independentes que interagem com o corpo da aeronave através do acoplamento
entre o motor e a estrutura. Aqui, 0 modelo utilizado tomou como grau de liberdade a
rotacdo do motor, tendo sido adotada a aproximacdo por um sistema de primeira
ordem. Este também foi linearizado ao redor do ponto de operacao.

O controlador PID empregado visa apenas a adequacao da resposta dinamica
do sistema, em particular os movimentos de rolagem e arfagem, para facilitar o seu
controle por parte de um piloto (pilot augmentation control system). Neste trabalho,

nao foi implementado um sistema de estabilizacdo automatico.

Pounds, Mahony e Gresham (2004)

Desenvolveram um novo prototipo, em substituicdo ao descrito em Pounds, et
al. (2002), onde um modelo mais preciso e uma construgdo dedicada resultou em
um veiculo mais versatil, eficiente e robusto que o anterior.

Dentre os aspectos notaveis deste novo protoétipo esta o desenvolvimento de

rotores com perfis otimizados para a aplicacdo em questdo. Isso resultou em uma
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melhora significa nas caracteristicas aerodindmicas dos rotores, frente as obtidas
com os rotores genéricos utilizados no prot6tipo anterior, tornando-os mais eficientes
e melhorando o desempenho esperado da aeronave.

Mais uma vez, o controlador PID empregado visa apenas a adequacédo da
resposta dindmica do sistema, ndo tendo sido implementado um sistema de

estabilizacdo automético.

Bouabdallah e Siegwart (2005)

Com o intuito de desenvolver e validar duas técnicas de controle néo linear
(backstepping e sliding-mode) para a estabilizacdo automatica de um quadricoptero,
adotaram um modelo dinamico onde se consideraram os efeitos giroscopicos do
corpo da aeronave, bem como dos sistemas de sustentacao e propulsdo, que incluiu
rotores, caixa de reducao e motor.

O modelo nao linear do corpo da aeronave foi obtido através da formulacéo
de Newton-Euler considerando-se os seis graus de liberdade associados a um corpo
rigido no espaco, ou seja, translacbes em x, y, e z e rotacdes ¢, 6, Y (rolagem,
arfagem, guinada).

Considerou-se também a dindmica dos quatro motores elétricos de corrente
continua tomando-se como graus de liberdade as rotagdes e as correntes elétricas
dos motores, e prosseguindo-se com a linearizacdo em torno do ponto de operacéao.
Foram também incluidas as inércias dos sistemas de reducéo e dos rotores.

As simulacdes revelaram que as respostas dos angulos de rolagem e arfagem
assumem um comportamento oscilatério com amplitude crescente em resposta a
uma velocidade de rotacéo inicial em cada uma das respectivas dire¢des, indicando
a instabilidade do sistema em malha aberta. Adicionalmente verificou-se a
independéncia das respostas de rolagem e arfagem para o sistema sem controle,
corroborando os resultados obtidos empiricamente através do ensaio de prototipos.
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6 SISTEMAS DE REFERENCIA

A representacdo do movimento do corpo do quadricoptero sera feita com o
auxilio de trés sistemas de referéncia: um sistema fixo a superficie terrestre tomado
como inercial (se¢éo 6.1), um sistema movel solidario ao veiculo (secdo 6.3) e um
sistema auxiliar que acompanha o quadricOptero, porém com orientacdo definida

pela superficie terrestre (secao 6.2).
6.1 Sistema fixo

Sera considerado como referencial inercial um sistema coordenado ortogonal
positivo Ogxgygzg fixo & Terra e indicado por Xz, de tal forma que Og correspondera
a origem, posicao inicial do voo do quadricéptero nas imediacbes da superficie
terrestre, Opxp terd sentido positivo coincidente com o norte geogréfico, Ogyy teré
sentido positivo coincidente com o leste geogréfico e Opz; terd sentido positivo
coincidente com o vetor da aceleragéo gravitacional g.

Embora este sistema a rigor possua componentes de aceleracdo angular
oriundos do movimento do proprio planeta, a sua utilizacdo como referencial inercial
no presente estudo se justifica pelo fato de que o quadricoptero se deslocara apenas
nas imediacdes da superficie terrestre, e com velocidades relativamente baixas.

Adicionalmente, sera considerado que a superficie terrestre é plana e que a
intensidade, direcdo e sentido do vetor aceleracdo gravitacional g mantém-se
constante.

A figura 6.1 ilustra a orientacdo do sistema X; segundo os pontos cardeais,
primeiro sobre uma representacéo tridimensional da Terra (esquerda) e, em seguida,
sobre um plano horizontal (direita). Na representacdo plana, observa-se o eixo Ogzg

perpendicular ao plano na folha, “entrando” neste, e indicado pelo simbolo ®.
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Figura 6.1 — Orientagdo do sistema X; segundo os pontos cardeais

A adocéao de um sistema de referéncia inercial € necessaria, pois na utilizacao
da Segunda Lei de Newton, a relacdo de proporcionalidade entre as excitacdes
externas, dadas por forcas e momentos, e os seus efeitos cinematicos sobre o
corpo, dados por aceleracdes lineares e angulares, so6 € valida quando esses efeitos

cinematicos sao tomados relativos a um sistema que ndo possua aceleracéo propria.

6.2 Sistema auxiliar

Sera também considerado um sistema auxiliar coordenado de referéncia
ortogonal positivo Oyxyyyz, indicado por X,. A origem O, deste sistema sera
coincidente com o centro de massa G do veiculo, e a orientagdo de seus eixos
obedecerd a mesma regra seguida por Xy, ou seja, Oyx, terd sentido positivo
coincidente com o norte geogréfico, O, y, tera sentido positivo coincidente com o
leste geografico e 0y z, terd sentido positivo coincidente com o vetor da aceleragédo

gravitacional g.
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Com base nas convencdes para as orientacdes de X, e Xz, bem como nas
hipéteses simplificadoras adotadas na seg¢do anterior, tem-se que estes dois
sistemas possuirdo sempre eixos homologos paralelos.

Todas as trajetorias a serem percorridas pelo quadricoptero serdo dadas em
termos do deslocamento de Oy relativo a Og, e descritas por um vetor posi¢cdo com
componentes na base fixa Xz. Uma definicdo precisa do conjunto de coordenadas a
serem usadas para a descricdo do movimento do quadricoptero sera dada mais
adiante.

A figura 6.2 ilustra o sistema X, em relacdo a X; descrevendo uma trajetoria
qualquer. Note na figura que os eixos Oyxy, Oyyy € Oyz, permanecem sempre

paralelos aos eixos Ogxg, Ogyr € Opzg, respectivamente.

Xy

Zy

k 4

Y

TRATETOAIA

Figura 6.2 — Sistema X, em relacdo ao sistema Xy
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6.3 Sistema movel

Por fim, considera-se o sistema coordenado de referéncia ortogonal positivo
Opxpygpzg solidario ao quadricoptero e indicado por Xz, onde Oy correspondera a
origem, coincidente com o centro de massa G. A orientacdo do sistema relativo ao
veiculo pode ser mais facilmente descrita considerando-se um piloto hipotético em
seu interior, e definindo-se o sentido dos eixos segundo o seu ponto de vista. Assim,
Ogxp tera sentido positivo apontando para a frente, Ogyy tera sentido positivo
apontando para a direita e Ogzg tera sentido positivo apontando para baixo.

A orientacdo escolhida para o sistema Xz faz com que os planos Ogxpzg €
Ogygpzg coincidam com os respectivos planos de simetria do quadricoptero, o que
futuramente facilitard a descricdo da distribuicdo massica do veiculo em torno do seu
centro de massa G.

A figura 6.3 ilustra o sistema Xz em relacdo ao quadricoptero.

Figura 6.3 — Sistema Xz em relacdo ao quadricéptero

15



7 DEFINICAO DAS COORDENADAS

Por se tratar de um corpo rigido movimentando-se em um espaco
tridimensional, o modelo dindmico bésico do quadricdptero ird requerer um conjunto
de doze variaveis de estado, que podem ser divididas em quatro grupos: variaveis
de posicao, velocidade, posicdo angular e velocidade angular.

Vale ressaltar que sdo considerados aqui apenas 0s componentes fixos em
relagdo ao corpo da aeronave, excluindo-se assim as partes moéveis dos motores
bem como os rotores. A incorporacdo dos efeitos das partes moveis sobre o corpo

principal do quadricéptero sera discutida em momento oportuno.
7.1 Posicao

A localizagédo do quadricéptero correspondera a posicao da origem do sistema
auxiliar X, coincidente com o centro de massa G, em relacdo a origem do sistema
fixo X, dada pelo vetor posicédo x¢ = 0, — 0y descrito com componentes no sistema

fixo X, ou seja,
XE

x§ = |Ye
ZE

Assim, variacdes positivas das coordenadas x; e yg indicam movimentos nos
sentidos norte e leste respectivamente, ao passo que um aumento da sua altitude
correspondera a uma variacdo negativa da coordenada zj.

A condicéo inicial da posicdo para cada voo serd xz = yy = z; = 0, a menos

que afirme o contrario. Para facilitar a descricéo, define-se
hT‘ = h - hO = —Zg (71)

onde h, é a altitude instantédnea do quadricOptero a partir da posicao inicial do voo, h
€ a altitude instantanea do quadricOptero a partir do nivel do mar, e h, € a altitude da
posicao inicial do voo a partir do nivel do mar.

Conforme ficara evidente no decorrer do trabalho, o vetor posicdo x° é o

anico a ser descrito com componentes no sistema fixo X;. Essa escolha tem como
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objetivo tornar a interpretacdo da posicdo mais direta e intuitiva, com um par de
coordenadas no plano horizontal x; e y; e uma altitude h, bem como facilitar futuras

implementagdes de sistemas de posicionamento por GPS.
7.2 Velocidade

A velocidade do quadricoptero correspondera a velocidade da origem do
sistema auxiliar £, em relacdo a origem do sistema fixo Xz, dada pelo vetor
velocidade V¢ visto por um observador no sistema fixo %Xz e descrito com

componentes no sistema movel Xz, ou seja,

- Fﬁl

w

7.3 Posicao angular

A posicdo angular do quadricOptero correspondera a orientagdo do sistema
movel Xz em relacdo ao sistema auxiliar X,, dada pelo vetor posicdo angular ¢

descrito com componentes no sistema movel Xz, ou seja,

¢
@ =|0
()

Cada uma das componentes ¢, 6 e Y, corresponde a uma rotacdo positiva ao
redor dos eixos Ogzxg, Ogys € Ogzg, respectivamente, e serdo nulos quando a
orientacdo de Xz coincidir com a de X,,. Na literatura aeronautica, os angulos ¢, 6 e
1 séo tradicionalmente denominados, respectivamente, &angulos de rolagem,
arfagem e guinada, e o seu conjunto como angulos de Euler (COOK, 2013).

Para que se possa definir a orientacdo de um sistema em relacdo a outro
qualquer, utilizando-se trés coordenadas angulares, € necessario estabelecer uma
sequéncia para os angulos, uma vez que a composi¢ao de deslocamentos angulares
em direc¢des distintas ndo é comutativa.

Esse fato pode ser claramente observado na figura 7.1, onde a partir de uma
mesma orientacdo inicial, o sistema Oxyz € levado para orientacdes distintas em
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cada uma das seis possiveis sequéncias de rotacdes. Embora no exemplo tenham
sido impostas rotacdes de 90°, é evidente que qualquer angulo «a, tal que k < a <
180°.k, (k € Z), teria levado cada um dos exemplos a orientacées distintas. Ou
ainda, uma determinada orientagcdo poderia ter sido conseguida por até seis
conjuntos de rotacdes ¢, 6 e Y diferentes, contanto que a ordem da composicao e

os valores de cada angulo fossem convenientemente alterados.

X z X X P z
v R 'TF
0lz Y ¥ Yy X Y
X P2 X z 33 Z
v K3 E
0Lz Y IR% Y X 1%
4\x 1\2 Z \y
& v q)
z Y ¥
Og o Y X OZ X
Tx Az \/" X
z Y
z X
Y
z
Y %

Figura 7.1 — Exemplo da ndo comutatividade da composicdo de deslocamentos angulares em
direcdes distintas

18



Assim, neste estudo sera utilizada a sequéncia tradicionalmente empregada
na literatura de dindmica de voo (COOK, 2013), onde a partir da orientacdo do
sistema X, alcanca-se a orientacdo de Xp através da sequéncia Y — 0 — ¢,
conforme ilustra a figura 7.2. Observe que esta é a generalizacdo da primeira

sequéncia ilustrada na figura 7.1.

Figura 7.2 — Orientacéo de £z em relagéo a X,

Na figura 7.2 observa-se claramente a seguinte sequéncia:

1) Rotacdo de v em torno de 0y z,, fazendo com que a partir dos eixos Oy x, €
Oy yy alcancem-se 0s €ixos Oy_pxy_5 € Oy_pYy_pg, Fespectivamente;

2) Rotacao de 6 em torno de Oy_gyy_g, fazendo com que a partir dos eixos
Oy_gXxy_p € Oyz, alcancem-se 0s eixos Ogzxp € Oy_gpZy_ g, feSpectivamente;

3) Rotacdo de ¢ em torno de Opxp, fazendo com que a partir dos eixos

Oy_pYv-g € Oy_pzy_p alcancem-se 0s eixos Ozyp € Oz, respectivamente.
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Dada a natureza operacional do veiculo a ser desenvolvido, cuja orientacao
permanece sempre proxima da horizontal, os modulos dos angulos ¢ e 6 ficardo
naturalmente limitados para valores menores que 90°, o que por si sO elimina a
preocupacdo com a possibilidade de Gimbal Lock. Quanto ao angulo ¥, ndo é
necessario definir um limite no intervalo de operagdao.

Por fim, define-se a taxa de variacao temporal ¢ da posi¢cdo angular por

7.4 Velocidade angular

A velocidade angular do quadricoptero correspondera a velocidade angular do
sistema movel Xz em relacdo ao sistema auxiliar ¥,, dada pelo vetor velocidade

angular w visto por um observador no sistema fixo £; e descrito com componentes

p
=]
T

Na figura 7.2 apresentada anteriormente, € possivel observar os

no sistema mével Xz, ou seja,

componentes p, q e r sobre o0s eixos do sistema Xp.

20



8 VETORES E SISTEMAS DE REFERENCIA

Dada a utilizacdo de sistemas de referéncia com naturezas e orientacdes
distintas, e de grandezas vetoriais que precisardo ser avaliadas em mais de um
sistema, torna-se necessaria a obtencdo de expressfes para a transformacdo de
vetores de um sistema para outro, bem como para o codmputo de suas derivadas

nesses sistemas.
8.1 Transformagao de grandezas vetoriais lineares

Considere o vetor posicdo x descrito na secédo 7.1. Um problema pratico no
presente trabalho sera a transformacdo desse vetor de uma representacdo com
componentes no sistema fixo Xz, conforme foi definido, para uma representacdo com
componentes no sistema moével Xz, de forma a permitir a sua insercao nas equacoes
de movimento do quadricOptero, onde todas as demais variaveis estardo também

representadas no sistema X.
8.1.1 Transformacao entre os sistemas 2, e Xy

Considerando-se xy, Yy, Zy, Xy-g, Yv-p: Zv—pg:Xg, Yg € Zg COMO sendo as
componentes do vetor x¢ sobre cada um dos respectivos eixos, pode-se obter, a
partir da figura 7.2, as representacdes individuais de cada uma das rotacfes ¥, 6 e

¢, mostradas na figura 8.1.

\/v-B ~ Yv Xs FXV‘B z.s T ZV"B
Xyas Zyu Y
| .‘% ) .‘% | .\% |
Z, A yv-oa Z v XB y""“

Figura 8.1 — Representac¢@es individuais das rotacdes ¥ (esquerda), 6 (centro) e ¢ (direita)
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O equacionamento de cada rotagdo € dado por
Xy = c.xy + syP.yy
Yv-p = —SP.xy +cp.yy
Zy =2y
Xy-B Sl/) 0
[3’V—>B] = [—sz/) cy O [}’V]
Zy
XB ES CB.XV_,B - SQ.ZV
Yv-B = Yv-B
ZV—’B = SH.XV_>B + CH.ZV

1

XB c6 0 —sB][*v-B
= |Yv-B| = [O 1 0 ] [)’V—ﬂa]
Zy-B s8 0 c6O
Xp = Xp
Vg = CP.yyop + SP.zy_p
Zp = _5¢-3’V—>B + cd.zy_p

Xp
B 3
Zp 0 —s¢ Zy-p

onde c# e s# indicam, respectivamente, cosseno e seno do angulo em questao.

Combinando-se as expressfes anteriores, obtém-se a relacdo desejada

Xp 1 0 0771co O —50 s 0
i 5 3§ A O
Zp 0 —s¢ coplls6 0 Zy

Xp cl 0 —s0 sy O
- yB]:[sqb.sH cp  so. 09] [—51/; cy 0] [YV]

Zp chp.sO0 —s¢p cp.cO 0 0 11lzy
Xp cO.cy c6.syY —s6 11Xy
- yB] = |s¢.s0.c) —chp.sY s¢p.sO.sY +cp.cp  s¢.cO [yv
Zp cp.s0.cp +s¢p.sY c¢p.sO.sY —sp.cp cop.cOllzZy
- x4 =Lgy.x8 (8.1)

onde
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cl.cy cO.sy —s0
Lgy = |s¢.s0.c) —chp.syp s¢p.sO.sYp +ch.cyp s¢.cO (8.2)
cp.s0.cp +s¢p.sY cp.sO.sY —sp.cy  co.cO

Assim, com a expressao 8.1, pode-se obter as componentes vetor posi¢ao x¢
no sistema Xz a partir das componentes desse vetor no sistema Z,.

E importante ressaltar que, embora a deducéo anterior tenha sido realizada
em torno do vetor x%, a matriz Lg,, denominada Matriz de Cossenos Diretores
(COOK, 2013), permite a transformacdo de qualquer vetor do sistema X, para o
sistema Xp.

A transformacéo inversa é obtida fazendo-se

x8 = Lgy,. x5
= Lyy.x§ = Lpy. Lpy. X7,
- Lz x5 = 1.x§
- x8 =Lt x&
- x5 = Lyg.x§ (8.3)
onde

Lyp =Lgy = Lgy (8.4)

A igualdade 8.4 pode ser comprovada de, pelo menos, trés maneiras:

1. Deduzindo-se a expressdo 8.3 a partir das representacdes da figura 8.1, de
forma anéloga a deducao da equacao 8.1;

2. Calculando-se a inversa de Lg, e comparando o resultado com a sua
transposta;

3. Notando-se que as normas de x¢ e x% s&o iguais, uma vez que representam

0 mesmo vetor, e fazendo

T T T
||751(5;'||2 = xg .xg = (LBV-xg)T-LBV-xg = x‘c/; -LgV'LBV'xg = x‘c/; .xg = ||x§||2
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- Lgy. Ly =1

- LEV = L};I}

A igualdade do tipo LT.L =1 é denominada condicdo de ortogonalidade e
indica que a matriz L é ortogonal. Resulta dessa propriedade que o determinante de

L é sempre diferente de zero e que a inversa de L sempre existe (ETKIN, 2005).
8.1.2 Transformacéao entre os sistemas 2 e 2y,

Lembrando-se que estes sistemas possuem a mesma orientacdo (vide
definicbes e hipdteses simplificadoras na secdo 6.1 e 6.2), a relacdo entre as

componentes do vetor x¢ sobre X e ¥, acaba sendo dada por

onde
1 0 O
0 0 1

Em outras palavras, as componentes de x“ sobre X e %, sdo iguais.
8.1.3 Transformacao entre os sistemas 2 e 2y

A expressao que relaciona as componentes do vetor x® nos sistemas Xy e Ip

pode ser obtida através da combinacédo das expressdes 8.1 e 8.5

G _ G
xg = Lgy.xy

G _ G
- X = Lgy.Lyg. Xg

onde
ch.cy cO.sy —s6
L = |5¢.50.c) —cp.sY  s¢p.sO.sp +ch.cyp s¢.cO (8.8)

cph.s0.cyp +s¢p.sY c¢p.sO.s9P —sp.cp cp.ch

Naturalmente, a transformacéao inversa sera dada por
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onde

Lgg = Lz = L (8.10)
8.2 Transformacéo de derivadas de vetores

Considere novamente o vetor posicao x e a expressao 8.7

G _ G
Xp = Lpg. X

As derivadas dos vetores x4 e x& sdo dadas por

Xp
Xg = |¥s
| Zp ]
_x'E_
Xg = |VE
[ Zf ]

Embora os vetores x$ e x% representem um mesmo vetor descrito com
componentes em referenciais diferentes, 1% e x% ndo possuem essa mesma relagéo.
Na realidade, esses sdo vetores diferentes descritos com componentes em
referenciais diferentes. Para melhor ilustrar esse fato, séo listados a seguir 0s quatro

casos envolvendo o vetor velocidade e os referenciais Xy e X:

e Velocidade vista por um observador em X, e descrita com componentes em
Y (Caso de V& = x%);

e Velocidade vista por um observador em X, e descrita com componentes em
Y5 (Caso de V& = Lgp. V& = Lg;. k&, definido na sec¢éo 7.2);

¢ Velocidade vista por um observador em Xz e descrita com componentes em
Y (Caso de Lgg. x5);

e Velocidade vista por um observador em Xz e descrita com componentes em

Y5 (Caso de x5).
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O motivo para a existéncia dessas diferencas € o fato de que o referencial X
possui velocidade angular w em relacéo a Xz, o que faz com que a matriz Lgg varie
com o tempo.

Diante desse quadro, o0 propésito desta secdo é a obtencdo de uma
expressao que permita determinar a derivada de um vetor visto por um observador
em X e descrita com componentes em Xz, a partir desse mesmo vetor e de sua
derivada, vistos por um observador em Xz e descritos com componentes em Xg.

Para tanto, comeca-se derivando a expresséao 8.9
Uma vez que a matriz Lz independe do vetor x¢, o valor de Ly pode ser
mais facilmente obtido, considerando-se o caso particular para o qual xz € constante
(ETKIN, 2005). Assim,
x6 = Lgg. x5 (8.12)
Adicionalmente, ainda para x4 constante, tem-se que

x8 = wp x x&

Para facilitar o desenvolvimento subsequente, propde-se a substituicdo do

operador produto vetorial X pelo seguinte produto matricial

- 8 = @p.xE (8.13)
onde
0 wZE wYE
Oy = | Wy 0 — Wy, (8.14)
Wy, Wy, 0

é uma matriz antissimétrica. Para matrizes desse tipo é valida a relacdo @’ = —@.

De 8.12 e 8.13 obtém-se entdo que

i G — 7~ G
Lgp.Xp = Wg. X5
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- LEB.xg = &V)E.LEB.xg

il LEB = G)E.LEB (815)

E necessario agora obter a expresséo equivalente a 8.15, porém relacionando
Lgy, Ly € @g. Para tanto, utiliza-se o artificio de considerar o sistema %z como
sendo o fixo e £z como o movel (naturalmente esta situacdo nao ocorre na pratica),
possuindo velocidade angular —@g (ETKIN, 2005). Assim, procedendo-se de forma

analoga a anterior, obtém-se

x5 = —wg. x5 (8.18)

LBE.xg —_ —(T)Bxg

— Lgg. x4 = —@g. Lgg. x5
g LBE = —G)B.LBE (819)
onde

0 -r g
wWp = [ T 0 —p] (8.20)

-qg p 0

De posse de 8.15 e 8.19, bem como da propriedade para matrizes
antissimétricas, pode-se fazer

LBE = —wpg. Lgg
. T -
- (LBE) = (—@p. Lggp)"
- 2 h) = 1.
dt

= Lgp = Lgp. Wp
- wE.LEB == LEB' wB
- @g.Lgg. Lty = Lgp. @p. LL
Wg. Lgp.- Lgp = Lgp- Wp. Lgp

i G)E == LEB' &B'LBE (821)

Finalmente, obtém-se a forma desejada
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LG G . G
Xg = Lgp.Xg + Lpp. Xg

(8.22)

E importante ressaltar que, embora a deducéo anterior tenha sido realizada

em torno do vetor x¢, a expresséo 8.22 é geral, podendo ser utilizada com qualquer

vetor v representado nos referenciais fixos e moveis. Assim,

Derivada de v, visto por
um observador na base

fixa e descrita com

Derivada de v, visto por
um observador na base

mével e descrita com

Velocidade angular da base
movel, vista por um

observador na base fixa e

Vetor v descrito com

componentes na

componentes na base componentes na base descrita com componentes base movel
moével mével na base movel
ou ainda
LBE'l.)E = i)B + (T)B.‘UB (823)
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9 RELACOES CINEMATICAS

9.1 Velocidade

Considere o ponto P mostrado na figura 9.1. Deseja-se determinar a
velocidade do ponto P vista por um observador no sistema fixo Xz e descrita com
componentes no sistema moével Xz, em funcdo dos vetores x, r, de suas respectivas

derivadas temporais, e do vetor rotacdo w do sistema movel em relacéo ao fixo.

Xe

vV Ze

Figura 9.1 — Representacédo de um ponto qualquer P segundo os referenciais Z; e Xy

Assim,
P _ ,.G G-P
xb=x8+7ré
- xb = xb +7EoF
P _ G | GoP
= Lpp. X = Lpp. (X +7577)

> VE = L. X8 + Lgp.78°F

- Vg =V§ + Lgg. 75"
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e com o auxilio da expressédo 8.23, obtém-se a relacdo desejada,
S>VE=Vs+75P + @p. 75 (9.1)

Uma vez que V% corresponde a uma velocidade vista por um observador em
um referencial inercial, independentemente da natureza do referencial sobre o qual
seu vetor estd decomposto, pode-se dizer que esta € uma velocidade absoluta.
Assim, o termo 7$~F corresponde a velocidade relativa, ao passo que o termo V§ +

5. 15”F corresponde a velocidade de arrastamento (FRANCA, 2011).
9.2 Aceleragao

A determinacdo da aceleragcdo do ponto P, visto por um observador no
sistema fixo X e descrito com componentes no sistema mével Xz, segue a mesma
metodologia utilizada na sec&o anterior para a determinacéo da sua velocidade.

Assim,

xb = x§ +riF
> if = x§ + P
- xb = x4 +¥#E°F

d LBExg = LBE' (xg' + Tgﬁp
P d G ~G—P
- ag = LBE-E(xE +7E7)

d ) .G ~ . .G
> af == (Lop- G +767N)) + @5 (Lpp (6 +7677))

d . G ~ . G
i ag = %(LBExg' + LBE.Tg P) + (I)B. (LBE.xg' + LBE.Tg P)

d
- ah = E(vg + 7P + @p. 17570 + . (VG + 75°F + @5.7577)

. d
»ab =V§+¥57P + a(wB).rg_)P + @5 75" + @5 Ve + @05. 7577 + @, @p.157F

. d
- ag = Vg + &V,B' Vg + :'.'g_)P + E(&)B).rgﬁp + (FI)B.(FI)B.rg_)P (9 2)

+ 2. @5.757F

Um comentario analogo ao que foi feito ao cabo da secdo anterior vale aqui,

isto €, uma vez que al; corresponde a uma aceleragéo vista por um observador em
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um referencial inercial, pode-se dizer que esta € uma aceleragédo absoluta. Assim, o
-.G—P N x ; 76 4~ pyG 4 4~ G—P
termo #3~" corresponde a aceleragao relativa, o termo V§; + @g. Vg + " (wp). 757" +

@g. 5. 7577 corresponde a aceleracdo de arrastamento, e o termo 2.@5.757F é a
aceleracédo de Coriolis (FRANCA, 2011).

9.3 Relacao entre ¢ € wpg

Uma transformacéo que também precisa ser determinada é a que relaciona a

taxa de variacdo temporal ¢ da posicdo angular com o vetor velocidade angular

wWg.
Por inspecéo direta da figura 7.2 obtém-se as seguintes relacdes:
p = qb — s6. 1/1
q=cp.0+sp.co.y
r=—5¢.0 +cp.ch.y
py 1 0  —s61[¢
- [ql = [0 cop sqb.c@] 2}
r 0 —s¢ cp.col|y
onde
1 0 —s6
E=|0 c¢p so. 60] (9.4)
0 —s¢ cop.co

E importante ressaltar que a matriz E, ao contrario do que foi observado para
as matrizes L determinadas anteriormente, ndo é ortogonal. Assim, a equacao

inversa a 9.3 fica dada por

(pB = E_l.wB (95)
onde

1 s¢.tanf c¢.tan6
E1=]0 co —s¢ (9.6)
0 s¢.secO c¢.sech
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10 RELACOES DINAMICAS

10.1 Segunda Lei de Newton aplicada ao movimento linear

Considere o corpo rigido de massa constante m, mostrado na figura 10.1,

solidario ao sistema movel Xg, de tal forma que a origem Oy desse sistema coincida

com o centro de massa G do corpo. Os vetores posicao da origem de Xz e do ponto

P;, em relacdo ao sistema fixo (inercial) Xz, sdo dados por, respectivamente, x° e

xPi, e o vetor posicdo de P; em relacdo a Xy é dado por r¢~%i,

Ye

VZe

Yoes
®

&l

Figura 10.1 — Corpo rigido de massa constante m segundo os sistemas X; e Xy

Centrada no ponto P;, que possui velocidade absoluta instantanea igual VFi, é

tomada a regiao infinitesimal de massa dm, sobre a qual a resultante de forgas

internas e externas atuantes é dFPF:.

Assim, da aplicacdo da Segunda Lei de Newton sobre dm, obtém-se que

Viidm = dFy
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gue integrado sobre todo o corpo resulta em

- ff/;".dm = de;i

- f Viidm = Fyg (10.2)

Embora a resultante infinitesimal dFFi atuante sobre dm inclua tanto forcas
externas quanto internas, ao ser integrada sobre todo o corpo, a resultante global F
representa apenas as forcas externas. Isso se deve ao fato de que durante o
processo de integracdo, pela Terceira Lei de Newton, os pares de acdo e reacao
referentes as forcas internas entre cada massa infinitesimal se anulam,
desaparecendo assim do resultado global.

Uma vez que a origem do sistema moével se encontra sobre o centro de

massa do corpo, pode-se utilizar a definicdo de baricentro da seguinte forma:

m.xg = jxg".dm
G P;
- m.Vg =JVE.dm
- m.aé = jf/?.dm (10.3)
Substituindo-se o resultado da expressao 10.2 na expressao 10.3, obtém-se a
relacdo entre a aceleracao do centro de massa G do corpo e a resultante das forcas

externas Fg

m.al = Fg (10.4)
que pode ser facilmente transferida para a representacdo no sistema movel X

- Lgg.(m.ag) = Lgg. Fp

->m.a$ =Fp (10.5)
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Vale ressaltar que a forca F ndo é uma forca real, mas apenas uma
idealizacdo, ou seja, uma forca ficticia que poderia ser aplicada sobre o corpo em
substituicdo as forcas reais e causar a mesma aceleracdo a® no centro de massa.
Observe que nao foi especificado o ponto de aplicacéo de F. Isso se deve ao fato de
que aceleracdo a“ do centro de massa serd a mesma, independentemente do seu
ponto de aplicacdo. Evidentemente, o efeito sobre a aceleracdo angular do corpo

varia de acordo com a posicéo da linha de acdo de F, tdpico da préxima secao.
10.2 Segunda Lei de Newton aplicada ao movimento angular

Considere novamente o corpo rigido de massa constante m da sec¢ao anterior.
Além dos sistemas X e Xz descritos anteriormente, considere também o sistema de
referéncia X, solidario ao corpo, com origem 0, sobre um ponto C qualquer do
corpo, conforme ilustra a figura 10.2. O vetor posicao da origem de X, em relagcdo ao
sistema fixo (inercial) £ é dado por x¢, o vetor posicéo de P; em relagéo a £, é dado

por r¢~"i, e o vetor posicéo da origem de Xz em relagédo a X, é dado por R“~¢.

Figura 10.2 — Corpo rigido de massa constante m segundo os sistemas Xz, Zp € Z,
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Aplicando-se a definicAo de Momento Angular & massa dm, tomando como

polo o ponto C, obtém-se

c _ ..CoP; P
dHg =1y "XV .dm (10.6)
gue quando derivado em relagédo ao tempo resulta em

—dHS =1 P x Vi dm + 7T x v dm
— dHS =1 " x dF} + (3 — %8) x Vii.dm
— dHS = dMS + VY X Viidm —VE x Vi dm

— dHS = dMS - V§ x Vii.dm

Integrando-se a expressao anterior sobre todo o corpo, obtém-se

dengdMg—ngxvgi.dm
engMg—Vgfog".dm

- HS = MS —VE x (m.VE)
- HS = MS +m.VE x VE

- HS = MS +m. Ve Ve (10.7)

A expresséo 10.7 relaciona a derivada do momento angular absoluto H de um
corpo, a0 momento resultante externo M, ambos tomados em relacdo a0 mesmo
polo. Pelo mesmo motivo que na secdo anterior, embora 0 momento resultante
infinitesimal dM inclua forgas e momentos externos e internos, ao ser integrado
sobre todo o corpo, a resultante global M representa apenas as forcas e os
momentos externos.

A expresséo 10.7 pode ser dada também no sistema movel X,
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> H + @y.HG = M§ + m.V§.V§ (10.8)

Se o sistema X, for baricentral, ou seja, se C

= (G, a expressao 10.8 reduz-se
para

'7G ~ G _ G
H + ®,.Hf = M§ (10.9)

E preciso agora determinar a expressdo para o momento angular HS do
corpo, com componentes no sistema movel X,, em funcéo de suas propriedades

cinematicas e da sua distribuicdo massica. Para tanto, pode-se partir novamente da
expressao 10.6 conforme mostrado a seguir

dHE = 5P x v dm
- dHS = 77PL v dm
g LQE dHE == LQE ~C_)Pl VPL dm

> dHG = Log. 75 . Lgo. V. dm

- dHS = Fgﬁpi.Vg". dm

> dHG =75 "L (VG +7g T+ @g.rg ). dm

Como a presente andlise esta sendo conduzida para um corpo rigido, tem-se
que ¥, """ = 0, de modo que

dHG = (Fg V5 + 7 @g.rg ).dm
¢ _ ~C-P; C ~C—oP; ~C—P;
- dHy =7, "“Vodm—7, "7, ".wodm

Integrando-se a expressao anterior sobre todo o corpo, obtém-se

deC = fi'g_)Pi.Vg.dm—f?gﬁpi.?gﬁpi.w@dm
- HE = ( J f'g_’Pi.dm).Vg —~ ( J f«g*”i.?g*"i.dm)wQ
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- HS = ( f [R5C +#57"1]. dm) Vg

P; P; P; P;
/ [ 0 —Zj Yo ” 0 —Zy Yo ]
- \fi zg" 0 —xg"l zgi 0 —xg |.dm LW

= G = ([ RGe.am+ [ 757" am).vg

Piz Piz P; P; P; _P;
/ l[— (yQ +z, ) Xo-Yo Xo'Zg ]l \
P; _P; Piz Piz P; _P;
| X' ¥q —(xQ +z, ) Yo' Zg dm |.wg
P; _P; P; _P; Piz Piz /
Xq - Zg Yo - Zg - (xQ + Yo )
S H = (j dm). RG>V
[ P;2 P;2 P Pj Py _Pj
(yQ + 2, ).dm — | xp" Yy -dm — | xp" 2y dm
P; _P; Piz Piz P; _P;
+ —fo.yQ.dm j(xQ +z, ).dm —ij.zQ.dm LW
— | xFizfi dm — | yZizh am (xP"2 + Piz) dm
Q-%q- Yo -%q - @ TYo )-am

XX xy Xz
I —ly" —Ig
c _ BC-G yC Xy yy _1yz
- Hsg=m.Ry"". Vs + IQ IQ IQ LW
Xz yz zz
-1y =17 1§

- Hy =m.RyC.VE + 1.0, (10.10)

A matriz I, é denominada matriz ou tensor de inércia, e descreve a
distribuicdo massica do corpo ao redor do sistema de referéncia sobre o qual é

calculado, no caso, o sistema Z,. Os termos I5*, I)” e I§” s&o denominados

momentos de inércia, ao passo que 0S termos Ig

¥, I3% e I)” s&o denominados
produtos de inércia. Note que, uma vez que o sistema X, € solidario ao corpo e este
é considerado rigido, a sua distribuicho massica ao redor de X, e,
consequentemente, a matriz I,, séo constantes no tempo.

Se o sistema Z,, for baricentral, a expressao 10.10 reduz-se para
- Hf =1,.w, (10.11)
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11 DINAMICA DO QUADRICOPTERO

11.1 Forgas e aceleragdes

Sendo a resultante de forcas externas atuantes sobre o quadricoptero dada
por
X

Y
Z

FB=

e a aceleracdo do seu baricentro dada pela expressao 9.2, fazendo-se P = G,

. d
ab =VS + @g. Ve +#57F + a(wB).rg_)P + @p. Bp. 1577 + 2. @5 757F

—>al% =Vs + @ V5
da aplicacdo da expresséao 10.5 resulta

mag :FB

. F

U 0 —-r qlru 1[X
s> |v|l+]| 1 0 —plvl:—y
w —-q p 01w mlz

u—r.v+qw=
S v+ru—p.w=

WwW—qu+pv=

SINI (<3|
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. X
U=r.v—qw+—
m

Y
S V=pw-—-r.u+— (11.1)
m

o Lz
W=qu-—pv+—

11.2 Momentos e aceleracdes angulares

Uma vez que o sistema mével Xz, solidario ao quadricOptero, € baricentral,
pode-se utilizar a expressao 10.11 para obter o seu momento angular

HS = I wp

xx _ Xy  _yxz
IB IB B
>Hf=|-1;) 7 -Iy M
_yxz _IyZ V4 r
B B B

A derivada da expressado anterior para um observador que se move
juntamente com Xz é dada por

Hg :iB.wB+IB.d)B

—)Hg =IB'6)B

5 -l 5"
e
A P o

Note que a utilizacdo da base X solidaria ao quadricOptero associada a

hip6tese de corpo rigido, faz com que a derivada temporal da matriz de inércia I
seja nula.

Assim, sendo a resultante de momentos externos em relacdo ao polo
baricentral G dada por
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da aplicacdo da expresséo 10.9 resulta

HS + &g HS = M§

AR S 0 -r qq[F -y -
N _Igy Igy _Igl q +|r 0 _p] _I;cy Igy IJ/Z
17— g |l =g p 0| _pee _p7 gz

Porém, como os planos Ogxpzp € Ogygzp do sistema Xz coincidem com os
respectivos planos de simetria do quadricoptero, tém-se que os produtos de inércia
I;”, 1% e I} s&o nulos, restando em Iz apenas os momentos de inércia I3*, I3 e
15%. Assim,

Iz 0 0 L

M
N

r 0 -pllo I} o0

0 -—r q] Iz* 0 0 Ipl
0 0 IF

0 0 [ r

F*p—r.1.q+qlr=1
SR g+r I p—plfr=M
175 —qlp+pI}>.q=N

Y+ 1 L
p+ (,x—x)q-r=—

(Ixx IZZ) M
[ P-T =Ty

( I+ 1) N
oz PiTEm

IYY_IZZ L

I3
. Ug" = 157) M
> (q=—5 DT+ (11.2)
I r

_w-1p) N
I ——; —P-q +IBZ

[xx
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11.3 Resultantes externas

Para que se possam completar as equacdes diferenciais 11.1 e 11.2,
consideram-se as forcas e momentos atuantes sobre o quadricoptero indicadas na
figura 11.1.

Figura 11.1 — For¢as e momentos atuantes sobre o quadricOptero

Vale ressaltar que a aplicacdo feita anteriormente da Segunda Lei de Newton
para a obtencdo das relacbes entre forcas e aceleracdes, bem como entre
momentos e aceleracbes angulares, foi conduzida considerando-se o quadricOptero
como um corpo rigido, de modo que as massas das partes moéveis foram
convenientemente incorporadas a massa do corpo principal da aeronave. Assim, a
representacdo dos rotores e do piloto na figura 11.1 visa apenas facilitar a

visualizacéo das for¢cas e momentos em relacdo ao quadricoptero.
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Por outro lado, as forcas e momentos resultantes das interacdes entre 0s
rotores e o ar, bem como 0os momentos resultantes da dindmica individual de cada
um dos rotores (momentos resultantes das aceleracdes angulares e 0s momentos
giroscopicos) serdao aplicados ao corpo principal do quadricoptero como se fossem

forcas e momentos externos, conforme sera mostrado nas se¢fes seguintes.
11.4 Forca peso FV

Da forma como foram definidos os sistemas de referéncia, tem-se que a forca
peso € sempre paralela ao eixo Ogpz; do referencial fixo £z. Assim, para que esta
parcela possa ser acrescentada ao equacionamento em desenvolvimento, deve-se
fazer

Fg = Lpg. FY

0
0
m.g

> FY =|s¢.s0.c) —cp.sp  s¢p.s0.s¢ +cp.cp  sp.cO

ch.cy cO.syY —s6
cp.sO0.cyp +sp.sY ch.sO.sY —sp.cy co. 09] .

[ —sO0.m. g T
> FY =|s¢.cO.m.g

lcp.cO.m. gl
[ —sf.m. g T

- FW = |s¢p.c.m.g (11.3)
lcp.cO.m. gl

11.5 Forca de empuxo dos rotores FT

Através da Analise Dimensional € possivel determinar que o empuxo T; do i —

ésimo rotor é proporcional ao quadrado da sua rotacao Q;, segundo a expressao
— 4 2
T; = kr,.p.D*.Q; (11.4)
onde D € o diametro dos rotores, p a massa especifica local do ar atmosférico e kr,
€ uma constante de proporcionalidade adimensional denominada coeficiente de

empuxo (HOUGHTON, 2013).
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Por simplicidade, serd considerado que T; possui direcdo paralela ao eixo
Ogzg do referencial movel Xg.

Assim, pode-se obter a expressao para a forca de empuxo total

FT =

0
0 ]
-, —T:3-T4

0
S FT = 0 (11.5)
—p.D* (kr,. Q2 + ke,. Q3 + kr,. Q% + kr,.Q3)

11.6 Forca de sustentacdo aerodinamica F

O moddulo L da forca de sustentacdo pode ser representado pela expresséo
1
L= 2P V2.8.C, (11.6)

onde V €& o moddulo da velocidade do fluxo incidente de ar, S € uma area
caracteristica do corpo e C, € o coeficiente de sustentacdo. A direcdo da forca de
sustentacao € definida perpendicularmente em relacdo a direcdo do fluxo incidente
de ar, e paralela ao plano de simetria longitudinal/vertical, com sentido positivo para
cima, no caso de aeronaves em voo de cruzeiro.

A forca de sustentacdo é produzida pelos gradientes de pressées que surgem
ao redor das superficies dos corpos, em funcdo das suas -caracteristicas
geométricas, quando estes sao posicionados em meio a um escoamento. Assim, L é
um fator de projeto, podendo ser maximizado, minimizado, ou até mesmo anulado,
dependendo da aplicagéo do objeto em questéo.

O guadricoptero em desenvolvimento ndo possui superficies com perfis que
produzam sustentacdo aerodinamica apreciavel, além, é claro, das superficies das
laminas dos rotores. Adicionalmente, uma das caracteristicas que definem um
quadricoptero é justamente a sua capacidade de voo pairado, situacdo na qual a
existéncia de superficies fixas dedicadas a sustentacdo ndo se justificaria. Assim,

sera assumido que o seu coeficiente de sustentagéo é nulo,
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CL = 0
implicando que a forca de sustentacdo aerodindmica também seja nula

Fs=0 (11.7)
11.7 Forca de arrasto aerodinamico FP

O moddulo D da forca de arrasto pode ser representado pela expresséo

1
D = 5P V2.5.Cp (11.8)

onde Cp é o coeficiente de arrasto. A sua direcdo e o seu sentido coincidem com a
direcédo e o sentido do fluxo incidente de ar.

O arrasto aerodinamico € um fenbmeno normalmente indesejado, que ocorre
devido a transferéncia de energia dos corpos para o escoamento. Embora seja
possivel minimizar o seu efeito, através do projeto de corpos delgados
aerodinamicos que causem menor perturbacéo no fluido circundante, ele ndo pode
ser totalmente eliminado por conta do carater irreversivel de todos os processos
termodinamicos reais.

Assim, com base na expressdo 11.8, pode-se obter a forca de arrasto

aerodinamico para o quadricoptero

- 1 -

—Ep.u.\/uz.S. Cp
1

F} = —Ep.v.\/vz.S.CD (11.9)

1
_—Ep.w.\/wz.S.CD_

Na expressao 11.9 esta inserida a hipotese de que o coeficiente de arrasto Cj,

independe da velocidade e da diregdo do escoamento.
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11.8 Momento causado pelo empuxo dos rotores M

Sendo | a distancia entre qualquer um dos quatro rotores aos eixos
coordenados do referencial mével £, tem-se que o0 momento causado pelo empuxo
dos rotores sobre o quadricOptero, tomando-se como polo o centro de massa G, €

dado por

L(-Ty,—T,+T;+T,)
Mp=|1(T,-T,—T; +T,)
0

p.1.D* (—kp. Q2 —kr,. Q% + kr,. O3 + kp,.Q2)
- Mj = p.l.D*. (le.Qf — kg, 03 — kp, Q3 + kr,.QF) (11.10)
0

11.9 Momento causado pelo torque de arrasto dos rotores M¢

Assim como para o caso do empuxo T;, através da Analise Dimensional é
possivel determinar que o torque de arrasto Q; do i — ésimo rotor € proporcional ao

quadrado da sua rotacao ();, segundo a expressao
Q; = ko,.p-D>.0f (11.11)

onde k, € uma constante de proporcionalidade adimensional denominada

coeficiente de torque (HOUGHTON, 2013).
Assim, 0 momento causado pelo torque de arrasto dos rotores € dado por

0
0

—Q1+0Q2— Q3+,

M =

0
- M2 = 0 (11.12)
p.D5. (—kq,.QF + ko,. Q% —ko,. 03 + k¢,. QF)
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11.10 Momento causado pela for¢a de sustentacdo aerodinamica M*

Uma vez que foi considerado que a forca de sustentacdo aerodinamica FL é

nula, tem-se de imediato que 0 momento causado por ela também € nulo, ou seja,

ML =0 (11.13)
11.11 Momento causado pela forca de arrasto aerodinamico M”

Para o surgimento do momento causado pelo arrasto € necessario que o
arrasto em um dos lados da aeronave seja maior que no lado oposto.

Uma primeira situagdo na qual esse efeito poderia ser notado seria durante
um voo com translacdo. Porém, supondo a auséncia de perturbacdes, tal efeito ndo
apareceria de forma significativa dada a simetria da aeronave.

Outra situacdo na qual esse tipo de momento apareceria seria se 0
quadricOptero comecasse a girar ao redor do proprio eixo com rotacdo elevada.
Esta, porém, ndo € uma manobra prevista em situacées normais.

Do exposto parece razoavel assumir que o momento causado pelo arrasto

aerodinamico pode ser desprezado, ou seja,

M2 =0 (11.14)
11.12 Momentos aplicados pelos rotores M%"

Por fim, devem-se considerar os momentos aplicados pelos quatro conjuntos
de partes girantes dos motores e dos rotores sobre o restante do quadricéptero. Por
simplicidade, cada um desses conjuntos sera referido simplesmente como rotor.

Uma das implicacbes de se considerar o corpo principal do quadricéptero
como um corpo rigido é que o vetor momento angular de cada um dos quatro rotores
fica sempre paralelo ao eixo Ozzg do referencial mével Xz. Isso possibilita a definicdo
dos sistemas moveis X, solidarios ao quadricoptero, de forma que os eixos Og xg,,
Op,ys, € Op,zp, tenham direcdes e sentidos coincidentes com os eixos homoélogos do
sistema Xz, € que os eixos Og,zg, sejam colineares aos eixos de rotacdo dos

respectivos rotores.
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Assim, desprezando-se a parcela da velocidade angular do quadricéptero no
cOmputo das rotacdes dos rotores, 0 momento angular baricentral do i — ésimo rotor,
visto por um observador no sistema fixo X, e descrito com componentes no sistema
movel Xz , € dado por

HY =19 0

onde a matriz de inércia I( ) e a velocidade angular w()

sao dados, respectivamente,
por

XX(L')
[0 o

Note que, em funcdo da simetria radial dos rotores e do conveniente
posicionamento dos sistemas Xp, a matriz 15;3 torna-se diagonal e constante no

tempo.
Entdo, com o auxilio da expressdo 10.9, obtém-se os momentos aplicados
pelo corpo principal do quadricéptero sobre o i — ésimo rotor

HONNPSEEESN ORI
Hy' + &g, Hy = My’
d
(ORPRO) (l) ® @
dt(l D) + @, 15). 05 = M
9. 0P +19.69 + @5, 10. 0 = MY

1900 4 8y, 19, 00 = MO
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XX(D
15, 0. 01| 0
-] o ;)Y 0 I.(—1)i+1. 0
ZZ(l-) .Q.
| 0 0 1] '
XX(i)
0 —r ¢ [IBi 0. 0 0 |
+|r o0 —p] o 5% o |.-n*.|o|=mP
_ l ) Q i
[ q.];iz(i).ﬂi 1
- My = (-DH | —p. 1 0.0,
Iy 0.0

Assim, lembrando-se do paralelismo entre os sistemas Xz, € Xz, tem-se que,

pela Terceira Lei de Newton, o momento aplicado pelos rotores sobre o corpo

principal do quadricéptero, descrito com componentes no sistema X, sera

4
MO = _Z M®
i=1

q.[r. (—.Ql + -Qz - -Q3 + 94)
N ngr =|pI".(Q —Q+ 03— Q) (11.15)
I". (—Ql + Q2 - QB + Q4)

-, . ZZ (i
onde os momentos de inércia IB_(‘) de cada um dos quatro rotores foram
i
considerados iguaisa I".
Nota-se que o0s dois primeiros componentes do vetor ngr representam

momentos giroscopicos ao passo que o terceiro é resultante da aceleracdo angular

dos rotores, onde desprezou-se 0s atritos nos mancais.
11.13 Resultante das forcas externas Fpg

De posse das parcelas 11.3, 11.5, 11.7 e 11.9, conclui-se que a resultante

das forcas externas atuante sobre o quadricoptero
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Fp=FY + FL + F5 + F5

— 1 -
—=p.u.Vut.5.Cp
X -sf.m. g 0 0 2
1
- Yl:[s¢.c9.m.g]+[ 0 ]+ 0| +| —=p.v.V¥2.5.C)
2 leg.co.m gl [=p.D* (ky Q2 + k) Q% + Ky @2 + kp02)] Lo 12
_—Ep.W.VWZ.S.CD_

_ 1 1
_ _ \[4,2
sb.m. g 2p. u.vus.S.Cp (11.16)

1
= s¢.c9.m.g—5p.v.\/§.S.CD

1
| c¢p.cO.m. g — p. D*. (le.Qi + ke, Q5 + kp, Q5 + kT4.Qﬁ) - 2P w. Vw2, S. Cp|

11.14 Resultante dos momentos externos Mg

De posse das parcelas 11.10, 11.12, 11.13, 11.14 e 11.15 conclui-se que a

resultante dos momentos externos atuante sobre o quadricéptero é

MS = M5 + M2 + M + M3 + M%”

11 [p-tD* (~kp. 0 = k. 03 + kp, O3 + Ky, 0F)
- =
M p.L.D* (kp, OF — k. 0% — ke Q% + key,. Q)
N 0
[ 0 07 [0
+ i ; 0 ; ; N H
|p. D%, (ko 03 + ko, 0 — ko, 03 + ko, 03)| Lol Lo

[q.1". (-0, + Q, - 0, + Q,)
+]pI(Q -9, +0Q; —Q,)
| 7. (-0, + 0, -0, +Q,)

49



L
M
N

—_

p.LD" (~kp, Q% — ky O3 + Ky Q2 +kep, 0F) + .17 (=Q + 0, — Q3 + Q)] (11.17)
= | p.1.D" (kp,. 0F =k 03 — ke Q% 4 kep, . QF) + .17 (Q — Q, + Q5 — Q)
p. DS. (_le. Q% + kQZ' Q% - kQ3.Q§ + kQ4' Qi) + [T. (_Ql + QZ - Q3 + Q4_)

11.15 Equacg0es diferenciais do quadricoptero

O primeiro conjunto de equacdes diferenciais a ser obtido envolve a relacéao

entre a derivada do vetor posicdo x% e o vetor velocidade V¢
+G G
Xg = Lgg. V3

J'CE‘ [CB. cy s¢p.s0.cp —cph.syp cp.sO.cy + sp. mp] lul

- |yg c0.sYp s¢p.s0.sY +cp.cy cp.sO.sP —sp.cy||v

Zg —s60 s¢.cO cp.co w
Xg =cO.cp.u+ (s¢p.s6.cyp —cp.syP). v+ (cp.s6.cy + sp.sp).w (11.18)
- vg = cO.sP.u+ (s¢p.s0.syp + cp.c).v + (cp.sO.sY — sp.c). w (11.19)
Zp = —s6.u+s¢p.c0.v+ce.cO.w (11.20)

O segundo conjunto nada mais é que a expressao 9.5, que relaciona a taxa

de variacdo temporal ¢ da posi¢cado angular com o vetor velocidade angular wg

(pB = E_l.wB

- [6|=(0 o —s¢ ||q

) 1 s¢.tan@ c¢.tanO7p
P 0 s¢.secl c¢>.sec€] Ll

p=p+s¢p.tanb.q+ cp.tanb.r (11.21)
- 0=cp.q—so.r (11.22)
Y =s¢.sech.q +cp.sech.r (11.23)
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O terceiro conjunto de equacOes diferenciais vem da substituicdo da

expressdo 11.16, que representa a resultante das forgcas externas, na expressao
111

. X
u=r.v—q.w+—
m

. LY
vV=pw-—-r.u+—
p.w m

Z

w=q.u—p.v+a

1 1
u= r.v—q.w+—(—59.m.g ——p.u.\/uZ.S.CD)
m 2
, 1 1
- v=p.w—r.u+—<s¢.c9.m.g—Ep.v.\/vz.S.CD>
m

1 1
W=gqu-—p.v +—(c¢. cf.m.g — p.D*. (le.Qf + kTZ.Qg + kT3.Q§ + kT4.Qi) —Ep.W.VWZ.S. CD>
m

.5.C
b=rv—qw—gso 220y fu2 (11.24)
2.m
- v—pw—ru+gsqbct9— v\/— (11.25)
Ww=gq.u-— pv+gc¢c9— w\/
(11.26)

p'D4 2 2 2 2
- —(le'Ql + sz'QZ + kT3.Q3 + kT4.Q4)

Finalmente, o quarto e ultimo conjunto de equac¢fes diferenciais vem da

substituicdo da expressdo 11.17, que representa a resultante dos momentos
externos, na expressao 11.2

(Iyy zz) L
Ixx q.r + IBW
F-15) M

= — r + —_—
Iyy ]yy

_ W -1p) ) N
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U= 1

= q.r+—(p LD (=kp Q2 = kep Q% + kp O3 + Ky Q2) + q. 17 (=0, + Q, — Q3+Q4))
. (IZZ Ixx) 1 4 2 2 2 2
i=—pp7 + 55 (p LD (ky, 02 — kp . Q3 — ke Q% + kp Q2) + p. 17 (Q) — 0y + Qg — 94))
- 1 ; , , , 5 L
r = Tp q + IZ( .D>. (_le'Ql + kQZ.QZ - kQ3'Q3 + kQ4.Q4) + [T’. (_Ql + QZ - 93 + 94))
(7 —12) T
= I : Ixx U+ Q- Q3+ Q). q
D (11.27)
p. L.
+ [T(_le'Q% - sz'Q% + kT3.Q§ + kT4'Qi)
(5" = Iz") 1’
_TP Iyy Q; —Q, + Q3 —Qy).p
B
- LD (11.28)
[T(k'rl.ﬂ% - sz.Q% - kT3.Q§ + kn}.ﬂi)
B
ro.. ...
r’+1’?(n1 -0, + 05— Q)
_ W -17)
= P (11.29)
p 2 2 2
7 ( ko, QF + ko, QF — ko,. Q3 + ko,.03)
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12 DINAMICA DOS MOTORES ELETRICOS

Nesta secédo sera obtido um modelo simplificado para a dindmica dos motores
elétricos, responsaveis (juntamente com os rotores) pela sustentacdo, propulséo e
manobrabilidade do quadricoptero.

Para tanto, considere o esquema de um motor elétrico de corrente continua,

controlado pela tensdo no estator, apresentado na figura 12.1.

R% Lm. ~
— AWNV— T ———————
f [} _I_
C
<
RY
& o q,/‘ o
T &
Ae ‘ ||

Figura 12.1 — Esquema de um motor elétrico controlado pela tensao no estator

Considere também as seguintes grandezas fisicas:

e R, — Resisténcia do estator

e L, — Indutancia do estator

e i, — Corrente no estator

e ¢, — Tenséo aplicada no estator

e ¢, — Tensao contra-eletromotriz

e (O - Velocidade angular do eixo do motor

e T —Torque desenvolvido pelo motor

e [" — Momento de inércia do conjunto de partes rotativas do motor e do rotor

e ¢ — Coeficiente de atrito viscoso dos mancais do motor
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Para um motor com corrente de campo constante ou com campo criado por
imas permanentes, o torque T é diretamente proporcional a corrente do estator, ou
seja,

T=K.i, (12.1)

onde K é a constante de torque do motor (OGATA, 2004).
Assim, uma equacao relacionando o comportamento mecéanico do motor ao
seu comportamento elétrico, pode ser obtida com o auxilio da equacdo 12.1,

aplicando-se o equilibrio de torques sobre o rotor

I'Q+cQ=T
SI"Q+c.Q=K.i, (12.2)

Adicionalmente, quando os iméds sdo movimentados em relagdo ao estator,
surge uma tensdo contra-eletromotriz induzida, proporcional a velocidade angular,
de modo que

ep = Kb.Q (12.3)

onde K, é a constante de tensao contra-eletromotriz.
Uma equacéo relacionando os parametros elétricos do circuito da figura 12.1
pode ser obtida aplicando-se sobre ele a Lei das Malhas de Kirchhoff, obtendo-se
di,

La E + Ra' ia + ey, = €, (12-4)

Assumindo-se condicdes iniciais nulas e aplicando-se a Transformada de
Laplace nas equacgdes 12.2, 12.3 e 12.4, é possivel obter a funcao de transferéncia
gue relaciona a velocidade angular do motor a tensao aplicada no estator, sem a

presenca explicita da corrente no estator

L(eb) = L(Kbﬂ)
- Ep(s) = Kp-Q(s)
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L(I".Q) + L(c.Q) = L(K.iy)
> 1".5.Q(s) + ¢.Q(s) = K. 1,(s)
- (".s+¢).Q(s) =K.1,(s)

(I".s+¢)

- Ia(s) = K

Q(s)

di, , B
L (La E) + L(Ry.iy) + L(ey) = L(ey)

— Lg.5.1,(s) + Ry. 1,(s) + Ep(s) = E (s)
- (Lg.s + Ry). 1,(s) + K,. Q(s) = E,(s)
(Lg.s+Ry).(I".s+¢)
ﬁ
K
(Lg-.s+R,).(I".s+c¢c) + K.K,
%
K
Q(s) K
- =
E,(s) LgI".s?2+ (Lg.c+ Ry 1").s+R,.c+K.K,

Q(s) + K. Q(s) = E,(s)

O(s) = Eq(s)

Desprezando-se a indutancia L, do estator, obtém-se

Q(s) K
- =
E,(s) Ry I".s+R,.c+K.K,
K
L) Rpct KK,
E.s) __Rel
R, c+K.K,
Q(s K,
- (s) = m (12.5)
E,(s) Tns+1
onde K,, = —— é o0 ganho do motor e T,,, = _Ral”__ 4 5 constante de tempo do
Rg.c+K.Kp, Rq.c+K.Kyp
motor.

A partir da expressao 12.5, pode-se obter a equacéao diferencial relacionando

a velocidade angular do motor e a tensao aplicada no estator

(T,.s +1).Q(s) = K. E;(s)
- T,.5.Q(s) + Q(s) = K. E;(s)
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= LT 5.Q(8)) + L71(Q(s)) = L7 K- Eo ()

> T Q+Q=K,.e,
1 K

Q=——Q+-—
” Ty Ty 0

de modo que para o i — ésimo motor tem-se

1 K,
'QL = —T—miﬂi + T—miei (12.6)

Na pratica, as entradas de controle ndo serdo diretamente as tensdes e;
aplicadas nos estatores, mas sim, sinais de controle u; modulados no padrdo PWM
(Pulse-Width Modulation) com 8 bits de resolucéo e aplicados aos ESCs (Electronic
Speed Control), que por sua vez se comunicardo com 0s motores.

Assim, considerando-se a tensdo aplicada no estator e; diretamente
proporcional ao sinal de entrada de controle u;, pode-se reescrever a equacao 12.6

da seguinte forma

. 1 K.
Q= —— 0 + —y; (12.7)
Ty © T,

onde K,,, passa a ser o ganho do i — ésimo motor relativo ao sinal de entrada de
controle u;.

Note que os simbolos utilizados para a componente x da velocidade do
quadricoptero u e para o sinal de entrada de controle u; diferem apenas pela

existéncia de um indice no segundo.
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13 LINEARIZACAO DAS EQUACOES

A linearizacdo de uma funcdo qualquer pode ser feita através da sua
expansdo em Serie de Taylor ao redor do ponto de operagédo, e da subsequente

eliminacdo dos termos de ordem superior. Assim, a linearizacdo da funcéo genérica
y = f(x1'x2i "'!xn)

ao redor do ponto de operacao (xy, Xz, ..., Xn,, ¥o) € dada por

Of (X1, X320, s X
y = f(xlo,xZO, ...,xno) + ( 1o ai(‘ol nO) (x1 - xlo)

Of (x19) X2 wver Xny)
+
dx,

(xZ - xZO) + .- (131)

Of(xlo, X201 -+ xno)
+
dx,

(xn — xno)

Considere a seguir os pontos de operacdo do quadricoptero para a condi¢ao

de voo pairado e pequenas perturbacdes (ETKIN, 2005)

Xgy =Xg, — Xgp=Xg,+Axg

0 0

Yeo =YEo — YE =DYE, T AVE
ZE

=ZE il ZE =ZE0+AZE

0 0

Po=0 - ¢=A4¢
6 = A6

Po=0 - =4

D
o
I
o
l

Uy=0 - u=Au
V=0 - v=Av

wo=0 - w=Aw

Po=0 - p=Ap
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Q=0 - q=Aq
1,=0 - r=Ar

Q Q;

io - Qi ES QiO + A.Ql

ig =
uio = uio - U = ul-o + Aui

Assim, expandindo-se cada uma das equacdes diferenciais que representam
a dindmica do quadricoptero e dos motores elétricos de forma analoga a conduzida
para a funcdo genérica da expressao 13.1, e tomando-se 0s pontos de operacao
listados anteriormente, obtém-se o sistema de equacdes diferenciais linearizadas a

seguir (Para maiores detalhes, vide Apéndice A — Linearizacdo do sistema)

Xg=u (13.2)

YE =V (13.3)

Zg =W (13.4)

¢=p (13.5)

0=q (13.6)

p=r (13.7)

u=-g.¢ (13.8)

v=g-¢ (13.9)

P 2. le.;:nD‘RQlo AQ, — 2.kT2.,z)7.nD4.Q20 AQ, — 2.kg,.p. D4'Q3°AQ3
2.kr,. p.D* Qg (13.10)
TTom
4
p= I%(—Qlo + Q) — Qg+ Qyp).q — Z'le'pI';;CD 'QloAﬂl

2.kr.p.1.D*.Q, 2.kr,.p.1.D*. Qg4
_ 2 = 0aQ, + 3 = 0

AQ, (13.11)

s 2.kr,.p.1.D*%.Qy,

XX 4
IB
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I 2.kr,.p.1.D%Q,,

q =m(910—920+ﬂ30—ﬂ40).p+ G AQ,
B B
2.k;..p..D%.Q 2.k..p.l.D*.Q
_ Ty Pyy ZOA‘Q‘Z _ T3 Pyy 30 AQ,
IB [B

s 2.kr,.p.1.D*.Qy,

7 '
rooor.or I,
f‘+13791_13792 +IBEQ3_IBEQ4
2.kg,.p-D°.Q 2.kg,.p.D5.Q,
= AL A,
B B
2.kg,.p.D5.Q 2.kg,.p.D%.Q
Q 3 Q 4
A+ — A,
B B
O = — A 4 2miy
i = Tony i Ty U;
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14 REPRESENTACAO DO SISTEMA LINEARIZADO EM ESPACO DE
ESTADOS

Com o intuito de permitir a implementacéo de técnicas de controle moderno, o
sistema de equacOes diferencias linearizadas do quadricoptero sera representado
em espaco de estados segundo a forma apresentada a seguir, apropriada para

sistemas lineares com parametros fisicos constantes no tempo

x=A.x+B.u (14.1)
y=Cx+D.u (14.2)

A expressédo 14.1 é a equacao de estado, ao passo que a expressao 14.2 é a
equacdao de saida. Os vetores x, y e u sdo denominados, respectivamente, vetor de
estado, vetor de saida e vetor de entrada de controle. J& as matrizes A, B, C e D séo
denominadas, respectivamente, matriz de estado, matriz de entrada de controle,
matriz de saida e matriz de transmisséo direta (OGATA, 2004).

Dados os requisitos do sistema de controle a ser desenvolvido, sera
necessaria a implementacdo das equacdes diferenciais linearizadas 13.5, 13.6,

13.11, 13.12, 13.13 e 13.14, reproduzidas a seguir por conveniéncia

¢=p (14.3)

0=q (14.4)

p=0Cp.q+ CpAQy + C3.AQ, + Cp. AQ; + C5.AQ, (14.5)

G =Cep+ Cr.AQy + Co. AQ, + Co. AQs + Cyp.AQ, (14.6)
74+ Cr. Q4 + Cip.Qp + Ci3.Q3 + C14. Oy

= Cy5.0Q, + Cy6.AQ, + Cy7. AQ; + Cyg.AQ, 44D

Oy = C10.AQ; + Cyo. Auy (14.8)

O, = Cp1.AQ, + Cyy. Au, (14.9)

Q3 = Cy3.A03 + Cypy. Aug (14.10)

Q4 = Cps. AQ, + Cpe. Auy (14.11)

onde os coeficientes C; sdo dados por
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IT

C1 = (_Qlo + QZO - .0.30 + 040)

2.kp,.p.1.D%.Q,,
CZ = — ng
2.kr,.p.1.D*%. 0y,
3= ng
2.kp,.p.1.D*. Qg
4= ng
2.kr,.p.1.D*. 0y,
5 = ng

IT
Cs = W(Qlo —Qy + Q3 — Q)
B

2.kr,.p.1.D%.Qy,
7= Y
B

2.kr,.p.1.D*.Q,,

Cg = VY
8 7

2.kq,.p.1.D*. Q3
9=~ Y
B

2.kr,.p.1.D%.Qy,
10 = Iyy
B




18 — Igz
1
Cio = T
mq
K.
Cao = T_ml
mq
1
C21 = T
ms
K.
Cyy = T_mz
ms
1
C23 -
m3
K
Con = T_m3
m3
1
Cas = —7—
My
K.
Cog =7
my

Dessa forma, € possivel definir o vetor de estado x, bem como sua derivada x

como se segue

SQT S

=
Il

(14.12)
AQ,
AQ,
AQ,
AQ,
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(14.13)

Vale ressaltar que o estado completo do sistema, segundo o modelo dinamico
inicialmente proposto, é composto pelas 16 variaveis de estado originais. O que se
fez aqui foi apenas uma simplificagdo que permite diminuir a carga computacional,
ao monitorar somente as variaveis de estado essenciais para o sistema de controle.

No protétipo a ser construido serdo embarcados dois sensores: um
acelerbmetro de trés eixos e um giroscopio de trés eixos, tornando-se possivel
monitorar as coordenadas da velocidade angular p, q e r, e da posi¢cdo angular ¢ e
6. Assim, como o vetor de saida y representa as variaveis de estado que sao

efetivamente medidas por meio do sistema de sensoriamento, este sera dado por

(14.14)

STQ9T O

O vetor de entrada de controle u representa os sinais de controle enviados
aos atuadores, que por sua vez agirao fisicamente sobre o sistema. Assim, uma vez
que os atuadores do sistema em questdo sdo 0os motores elétricos acionados pelos
respectivos ESCs, 0s quais, por sua vez, sdo comandados pelos sinais de controle

u;, tem-se que o vetor de entrada de controle u fica naturalmente definido por

Auq
_ |Au,
u= Au, (14.15)

Au,
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A obtencdo das matrizes A e B nédo € imediata, devido ao acoplamento entre
as equacdes que pode ser observado na equacao 14.7. Assim, para contornar esse
problema, pode-se fazer

Lx=Mx+N.u
>x=L"'Mx+L1Nu (14.16)

onde as matrizes L, M e N sdo dadas por, respectivamente,

1 0 0 00O 0 0 0 O
01000 O O 0 O
001 00 O 0 0 O
0O 0 0O1T 0 O 0 0 0
L=lo 0 0 0 1 ¢4 Cy Ci3 Cu
0O 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 00 O 1 0 0
00000 O O 1 0
0 0 0 00O 0O 0 0 1
0 0 1 0 o 0 o0 o0 O
oo o 1 o 0 o0 o O
00 0 C o C (G € G
0 0 C6 0 0 C;, Cg Co Cy
M=[0 0 0 0 O Cs Cg C;;, Cis
00 0 0 0Co 0 0 O
00 0 0 0 ¢ ¢, 0 O
00 0 0 0 g 0 Cp O
0 0 0 0 0 o 0 0 Cysl
0 0 0 07
0 o o O
0 o o O
0 o o O
N=|0 o0 o0 O
C;o0 0 0 O
0 Cp, O 0
0 0 Cp O
L 0 0 0 Cyl

Assim, a matriz de estado A pode ser obtida a partir da operagao

A=L"1M (14.17)

e a matriz de entrada de controle B a partir da operagao
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B=L"1N (14.18)

As matrizes de saida C e de transmissao direta D, sdo obtidas por inspecao

direta

1000000 0 0
|010000000|
c=lo 0100000 0
[000100000J
000010000

[0000]

lo 0 0 of

p=[0 0 0 o

llOOOOJl

00 0 0

Pode-se demonstrar que a solu¢cdo de uma equacdo de estado na forma da

equacao 14.1 com instante inicial t,, € dada por

t

x(t) = D(t —ty). x(ty) + | ®(t—1).B.u(r).dt (14.19)
to
onde
A% t? A3.t3
P(t)=ett=I+At+ TR T (14.20)

€ a matriz de transicao.
Para as simulagbes computacionais do comportamento dinamico do

quadricOptero através da solucdo anterior, pode-se utilizar o seguinte algoritmo

A2 At? A3.AL3 A" AT
®=I+AAt+ + + 4 (14.21)
2! 3! n!
F oI At A. At? N A% AL3 N A3 At - A" A 14.22)
o 2! 3! 4 (n+1)! '
x(k+1)=®.x(k) +I.B.u(k) (14.23)
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onde At € um intervalo de tempo uniforme, n representa o numero de termos da

série, @ € a matriz de transicdo e I' € a matriz relativa ao termo forcante.
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15 SENSORIAMENTO

Para a determinacdo da orientacdo do quadricOptero segundo o plano
horizontal bem como para a obtengcdo das componentes da sua velocidade angular,
serdo utilizados dois sensores: um acelerdmetro digital de trés eixos e um giroscopio
digital de trés eixos. As grandezas diretamente obtidas desses dispositivos sdo a
aceleracao ag, e a velocidade angular wg,, apresentadas a seguir

Ay,

ag, = |4,

aZk

Pk
ka == qk
Tk

Observe que o indice k indica a k — ésima leitura, explicitando o carater
discreto da operacéo desses dispositivos.

Embora seja possivel obter a velocidade angular do quadricéptero
diretamente a partir da leitura do giroscépio, 0 mesmo ndo se pode dizer para 0s
angulos ¢ e 6, que indicam o desvio da aeronave segundo o plano horizontal.

Em tese, com base nos sensores utilizados seria possivel obter as medidas
dos angulos ¢ e 6 de duas formas independentes: através da integracdo das
componentes da velocidade angular fornecida pelo giroscépio, ou ainda através da
avaliacdo da direcdo do campo gravitacional segundo os eixos do acelerdmetro.

No entanto, o que se observa na pratica € que o acelerdmetro é altamente
susceptivel as vibracdes induzidas pelo funcionamento dos motores elétricos, bem
como por desbalanceamentos dos rotores, o que produz um elevado nivel de ruido
no sinal obtido. Além disso, eventuais aceleracdes laterais do quadricdptero acabam
dificultando a determinacdo da real direcdo do campo gravitacional em relacdo aos
eixos do sensor.

J& o giroscopio, embora seja pouco sensivel as vibragcdes que corrompem o
sinal do acelerébmetro, possui offsets naturais dificeis de serem anulados que

acabam por indicar velocidades angulares diferentes de zero, mesmo quando o
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sensor € mantido em repouso. Associado a esse fato, erros numéricos durante a
integracdo das componentes da velocidade angular fazem com que as posi¢cdes
angulares obtidas desta forma apresentem um desvio variavel em relacdo aos
valores reais.

Assim, para minimizar os efeitos anteriores, as posicfes angulares ¢ e 6
serdo determinadas combinando-se os sinais de ambos o0s sensores, através da
implementacgé&o do Filtro de Kalman.

Considere as expressdes 15.1 e 15.2 representando, respectivamente, a
equacao do processo discreto com excitacao externa u pelo qual passa o estado x,

e a equacao da medicdo a partir da qual se obtém a medida z

X =A.Xp_1+B.u, +wy_4 (15.1)

Z, = H. X + v, (15.2)

As matrizes A, B e H sao analogas as matrizes A, B e C, respectivamente,
apresentadas na secao 14, porém neste caso para um processo discreto. JA 0s
vetores w e v representam os ruidos do processo e da medicdo, respectivamente.

Um algoritmo que permite a obtencdo de uma estimativa X, do estado x;, a

partir da medida z,, através da utilizacdo do Filtro de Kalman, é apresentado a

seguir
Xy =A%, +B.u (15.3)
P; =A.P,_,.AT +Q (15.4)
K, =P, .H".(H.P,.H" + R)! (15.5)
Xy =%, + K. (z, — HX)) (15.6)
P,=(U—-Ky.H).Pj (15.7)

7

onde X, €& a estimativa a priori do estado futuro obtida a partir do modelo do
processo, da estimativa X,_; anterior e da excitagdo externa u;, X, € a estimativa a
posteriori do estado obtida a partir de x;, e da medida z,, Q é a matriz de covariancia
do ruido do processo, R é a matriz de covariancia do ruido da medigéo, P, € a
matriz de covariancia relativa ao erro e, = x;, — X;, da estimativa a priori, P, é a
matriz de covariancia relativa ao erro e, = x;, — X; da estimativa a posteriori, e K; €
a matriz de ganho que pondera a influéncia da estimativa a priori X;, € da medida z,
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na obtencdo da estimativa a posteriori X, minimizando P, (WELCH; BISHOP,
2001).
Assim, para a obtencdo de uma estimativa do angulo de rolagem ¢,

utilizando-se o Filtro de Kalman, pode-se utilizar o algoritmo

Pre = Pr—1 + Pre- (b — tr—1) (15.8)
Py, =Py, +Q¢p (15.9)

p.-

Py
Ky =——7— (15.10)

¢
k P¢k + Ry
7 ~_ Clyk I
b = ¢ + K¢k. atan 7 — @k (15.11)
Zk
Py, = (1-Kp,)-Py, (15.12)
e analogamente para o angulo de arfagem 8,

B = Or—1 + qie. (tic — te—r) (15.13)
Py, = Pg,_, + Qo (15.14)

Py,
Ky, = —%— 15.15

~ ~_ axk A—
Or = 0 +Kg,,-| atan| — — 0y (15.16)
azk

Py, =(1—Ka,)-Po, (15.17)

Note que as estimativas a priori ¢, e 0, sdo obtidas pela integracdo das
componentes da velocidade angular fornecidas pelo giroscépio, ao passo que as
estimativas a posteriori ¢, e 8, sdo obtidas a partir das estimativas a priori e das

medidas dos angulos calculadas a partir das leituras a,,, ay, € az, do acelerbmetro.

Evidentemente, as medidas da posicdo angular a serem utilizadas no sistema de
controle do quadricoptero a ser desenvolvido sdo as estimativas a posteriori ¢, e 8.

Vale ressaltar que para que seja possivel o calculo dos angulos ¢ e 6
aplicando-se funcdes trigonométricas inversas as componentes da aceleragéo,

considera-se a hipdtese de pequenos deslocamentos angulares. Adicionalmente,
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considera-se que o ruido no sinal do acelerdbmetro possui média nula, bem como as
trajetdrias a serem percorridas pelo quadricoptero, na meédia, resultam em
aceleracdes laterais nulas. Note que se o0 quadricoptero permanecer por longos
periodos de tempo com aceleracdo lateral ndo nula, a direcdo real do campo
gravitacional ndo poderd ser estimada sem a incorporacdo de outros sistemas de

sensoriamento.
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16 SELECAO DOS COMPONENTES

16.1 Rotores

Considerando-se inicialmente que o prototipo possui a massa maxima
especificada de 2 kg, buscou-se um conjunto de rotores que, quando combinados,
sejam capazes de gerar o empuxo de 1,5X o peso da aeronave. Dessa forma, o

empuxo maximo de cada rotor deve ser igual ou maior que

- 1,5x 2 kgf
empuxo maximo por rotor = — 2 - 0,75 kgf

Dada a limitada quantidade de informacdes técnicas disponiveis sobre o0s
rotores para multirotores atualmente em comercializacdo, foi necessario fazer a
selecéo destes de forma indireta com base nas informacdes presentes em manuais
de instrucbes de motores elétricos para aeromodelos. Assim, consultando-se o
manual dos motores da série D2836 do fabricante Turnigy (TURNIGY D2836, 2014),
verificou-se que um rotor de diametro nominal 11in (279,4mm) e passo 7in
(177,8 mm) ou diametro 7 in (177,8 mm) e passo 3 in (76,2 mm) (n&o foi especificado
ao certo qual dos dois tipos), quando acoplado a um motor modelo D2836-8, pode
gerar um empuxo de até 1,13 kgf.

Com base nessas informacgdes, foram adquiridos quatro rotores, dois para o
sentido de rotacdo horario e dois para o sentido anti-horario, com diametros
nominais 10 in (254 mm) e passos 4,5in (114,3 mm). O fabricante destes rotores
bem como dados adicionais quanto as suas caracteristicas de empuxo e arrasto sdo
desconhecidos.

A figura 16.1 mostra os rotores adquiridos para serem utilizados no protétipo.
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Figura 16.1 — Rotores utilizados

16.2 Motores

Para manter a coeréncia entre as escolhas dos rotores e dos motores, optou-
se por utilizar quatro motores do modelo D2836-8 fabricados pela Turnigy, 0 mesmo
modelo de cujo manual foram obtidas as informacfes de empuxo que orientaram a
escolha dos rotores. As especificacbes nominais desse motor fornecidas pelo
fabricante sao listadas a seguir (TURNIGY D2836, 2014):

e Tensao de alimentagdo nominal: 7,4 ~11,1V

e Ganho de rotacdo (KV): 1120 rpm/V

e Empuxo maximo: 1,13 kgf

e Massa:70g

e Diametro e comprimento da carcaga: 28 X 36 mm

e Diametro e comprimento do eixo: 4,0 X 49 mm

e Poténcia maxima: 336 W

e Capacidade de fornecimento de corrente recomendado para o ESC: 40 A

e Recomendacdo de associacdo entre baterias e hélices: LiPox2/11x 7 ou
LiPox4/7 x 3

A figura 16.2 mostra um dos motores utilizados.
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Figura 16.2 — Um dos motores utilizados

16.3 ESCs

Os motores elétricos a serem utilizados no prot6tipo séo do tipo sem escova
ou brushless, de modo que, para o seu correto funcionamento, é necessaria a
utilizagdo de um controlador eletronico de velocidade ou ESC (do inglés Electronic
Speed Controller). O ESC fornece ao motor uma tensédo alternada através de um
circuito de poténcia, de acordo com o sinal digital de controle recebido de um
receptor de radio controle ou, como no caso em questdo, de um microcontrolador
embarcado. A energia utilizada para a alimentacdo do motor provém de uma bateria
de corrente continua.

Assim, seguindo-se a recomendagdo do manual dos motores escolhidos,
optou-se por utilizar quatro ESCs do modelo PLUSH-30A fabricados pela Turnigy.
As especificacdes nominais desses ESCs fornecidas pelo fabricante séo listadas a

seguir (TURNIGY PLUSH, 2014):

e Corrente constante: 30 A

e Corrente de pico: 40 A

e Modo BEC: Linear

e SaidadeBEC:5V/24

e Baterias: 2~ 4 cél. para baterias Li—ion e Li—poly ou 5~12cél. para
baterias NiMH e NiCd
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¢ Interfaces digitais: PPM ou PWM

e Tensao de referéncia légica: V,pgic = 45~65V
e Programacdao pelo usuario: disponivel

e Massa:25g

e Dimensodes: 55 x 25 X 9 mm

BEC é a sigla em inglés para Circuito de Eliminacdo de Bateria, circuito
presente no ESC que permite alimentar o receptor bem como outros dispositivos

através da bateria principal.

A figura 16.3 mostra um dos ESCs utilizados.

Figura 16.3 — Um dos ESCs utilizados

16.4 Bateria

A elevada poténcia maxima consumida pelos motores elétricos associada a
baixa tensdo de alimentacdo resulta na circulagdo de uma elevada corrente, de
modo que baterias de elevada capacidade de descarga precisam ser utilizadas.

Assim optou-se pela utilizacdo de 4 baterias modelo Nano-Tech 2200 mAh 3S
25~50C LiPo Pack, fabricadas pela Turnigy. As especificagbes nominais dessas
baterias fornecidas pelo fabricante sdo listadas a seguir (TURNIGY NANO-TECH,
2014):
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e Capacidade de carga: 2200 mAh

e Tensado nominal: 11,1V (3 células)

e Corrente de descarga constante: 25 A

e Corrente descarga de pico: 50 A

e Massa: 175¢g

e Corrente de carga maxima: 5 A

e Conector para balanceamento das células: JST-XH
e Conector de descarga: XT60

e Dimensodes: 106 x 35 X 24 mm

A figura 16.4 mostra uma das baterias utilizadas.

2200man_25 50¢ DISCHARSE
[ ¢

Figura 16.4 — Uma das baterias utilizadas

16.5 Transmissor e receptor

Para que um piloto em terra possa comandar 0S movimentos do
quadricoptero durante o0 voo S&0 necessarios quatro canais de comando

provenientes de dois joysticks analdgicos bidirecionais:
e Joystick direito — Canal 1

O movimento horizontal da alavanca, com retorno automatico a posicao neutra,
controla do movimento de rolagem.
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e Joystick direito — Canal 3

O movimento vertical da alavanca, com retorno automético a posi¢cdo neutra,

controla do movimento de arfagem.
e Joystick esquerdo — Canal 4

O movimento horizontal da alavanca, com retorno automatico a posicdo neutra,

controla do movimento de guinada.

e Joystick esquerdo — Canal 2

Y

O movimento vertical da alavanca, sem retorno automatico a posi¢cao neutra,

controla o acelerador.

Canais adicionais, embora ndo sejam essenciais, podem vir a ser Uteis para a

adicdo de comandos extras, como por exemplo:

e Comando de liga e desliga para os motores elétricos;

e Comando para que o prototipo permaneca em voo pairado;

e Escolha do modo de pilotagem entre proporcional aos angulos de rolagem e
arfagem ou proporcional as respectivas velocidades angulares;

e Ajuste ou escolha in flight dos ganhos de controle para dar ao prot6tipo um
comportamento mais agressivo e agil ou um comportamento mais estavel

com respostas mais sutis.

Para a implementacéo das funcionalidades descritas optou-se pela utilizagéo
do transmissor Turnigy 9X 9Ch, acompanhado do mdédulo Turnigy RF9X-V2 e do
receptor Turnigy 9X8C-V2. As especificacdes técnicas basicas desse sistema séo
listadas a seguir (TURNIGY 9X, 2010):

e Classe do sinal de radio: 2,4 GHz

e NuUmero de canais: 8 canais em modo PPM ou 9 canais em modo PCM
e Numero de joysticks bidirecionais analdgicos: 2

e Interfaces digitais: PPM ou PCM

e Tensdao de referéncia logica do receptor: V,pgic = 4,5~ 6,5V
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Para informacdes mais detalhadas, sugere-se a consulta do manual do
usuario correspondente (TURNIGY 9X, 2010).

As figuras 16.5 e 16.6 mostram, respectivamente, o transmissor Turnigy 9X
9Ch e o receptor Turnigy 9X8C-V2.

C€oe78 & '

Figura 16.6 — Receptor Turnigy 9X8C-V2
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16.6 Acelerbmetro

Conforme explicado anteriormente, serd necessaria a utilizacdo combinada de
um acelerémetro digital de trés eixos juntamente com um giroscopio digital, também
de trés eixos, para a avaliacdo das posi¢cdes angulares ¢ e 6 do quadricoptero.

Assim, foi escolhido para o projeto o acelerometro BMA180 produzido pela
Bosch. As especificacOes técnicas basicas desse sensor fornecidas pelo fabricante
sao listadas a seguir (BOSCH, 2010):

e Tipo: acelerbmetro triaxial com sensor de temperatura integrado

¢ Resolucdo programavel: 12 ou 14 bits

e Interfaces digitais: SPI ou I?>C, com pino de interrupgdo

e Amplitudes de medicéo programaveis: 1g, 1,5g, 29, 3g, 49, 8g € 16g

e Filtros passa-baixos programaveis: 10, 20, 40, 75, 150, 300, 600 e 1200 Hz

e Filtro passa-alto programavel: 1 Hz

e Filtro passa-banda programével: 0,2 ~ 300 Hz

e Corrente de alimentacéo tipica: Ipp = 0,5 ~ 975 uA

e Tensao de alimentacéo: Vp, = 1,62 ~3,6 V

e Tensao de referéncia légica: Vppo = 1,2~3,6V

e Temperatura de operagao: T,, = —40°C ~ 85°C

e Taxa de amostragem efetiva: 2400 Hz (Modo baixo ruido) ou 1200 Hz (Modo
baixo consumo de energia)

e Erro de alinhamento dos eixos relativo as superficies externas do

encapsulamento: +1,0°

Para informacbes mais detalhadas sugere-se a consulta do datasheet
correspondente (BOSCH, 2010).
A figura 16.7 mostra o sensor BMA180 utilizado.
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Figura 16.7 — Sensor BMA180 utilizado

16.7 Giroscoépio

Além de contribuir na obtencdo da posicdo angular do quadricoptero, o
giroscopio digital de trés eixos a ser utilizado também fornecera diretamente as trés
componentes da velocidade angular da aeronave.

Assim, foi escolhido para o projeto o giroscopio ITG3205 produzido pela
InvenSense. As especificacdes técnicas basicas desse sensor fornecidas pelo
fabricante sao listadas a seguir (INVENSENSE, 2010):

e Tipo: giroscopio triaxial com sensor de temperatura integrado

e Resolugdo: 16 bits

e Interfaces digitais: I12C

e Amplitude de medicdo: +£2000 °/s

e Filtros passa-baixos programaveis: 5, 10, 20, 42, 98, 188 e 256 Hz
e Corrente de alimentacéo tipica: Ipp, = 5 uA ~ 6,5 mA

e Tensao de alimentagéo: Vpp =2,1~3,6V

e Tensdao de referéncia logica: V,pgic = 1,71 ~Vpp V

e Temperatura de operagdo: T,, = —40°C ~ 85°C

e Taxa de amostragem efetiva: 3,9 ~ 8000 Hz

Para informacfes mais detalhadas sugere-se a consulta do datasheet
correspondente (INVENSENSE, 2010).
A figura 16.8 mostra o sensor ITG3205 utilizado.
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Figura 16.8 — Sensor ITG3205 utilizado

16.8 Tacbmetro

Embora o sistema de controle embarcado a ser implementado néo requeira a
medida direta das rotacdes dos motores durante o seu funcionamento, a calibragéao
desse sistema necessitara de parametros dindmicos que envolvem as referidas
rotacdes. Assim, para facilitar a realizacdo de ensaios, sera incorporado no
quadricoptero um sistema de tacbmetros que permitirdo a leitura individual da
rotacao de cada um dos quatro motores.

O principio de funcionamento desse sistema requer um sensor de refletancia
analdgico fixado préximo a carcaca girante do motor, capaz de diferenciar o nivel de
reflexdo entre o acabamento cromado da carcaca e uma fita isolante cobrindo
metade da sua circunferéncia. Dessa forma, abastecendo a entrada do sensor com
uma tensao equivalente ao nivel I6gico alto (3,3 V para o microcontrolador a ser
utilizado), a sua saida ir4 variar entre os niveis alto e baixo, conforme a superficie
coberta pela fita isolante preta ou a superficie cromada, respectivamente, estiverem
a sua frente. Vale ressaltar que a ligacdo da saida analdgica do sensor em questédo
diretamente a entrada digital do microcontrolador sé produz resultados satisfatorios
se a diferenca entre os niveis de refletancia das superficies forem suficientemente
grandes, de forma a produzir uma onda com rampas ascendentes e descendentes
nitidas, e patamares em niveis logicos altos e baixos. Também, deve-se observar se
a taxa de amostragem do sensor utilizado é suficiente para a rotacéo a ser medida e
para o numero de faixas refletoras e nao refletoras a serem detectadas por volta.
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De posse das sequéncias de sinais altos e baixos resultantes das rotacdes
dos motores, torna-se possivel implementar no microcontrolador um cédigo baseado
em interrupcbes que mede o0s tempos entre duas rampas ascendentes ou
descendentes de cada sinal e, a partir destes periodos, obtém as rotacdes dos
motores.

Para a selecdo do sensor de refletincia mais adequado, avaliou-se
inicialmente a rotacdo maxima a ser medida. Sendo o ganho de rotagcdo do motor
dado pelo fabricante KV = 1120 rpm/V, e a tensdo em uma das baterias medida
com um multimetro Minipa ET-2075B dada por E = 12,55V, tem-se que a rotacao

maxima nominal do motor em vazio é

Nax = KV.E = 14056 rpm

Para a verificacdo do valor acima, realizou-se um ensaio simples onde
acionou-se em rotacdo maxima o conjunto formado por um motor, um ESC e a
bateria cuja tensédo foi avaliada, medindo-se a rotacdo do motor em vazio com um

tacémetro Optico Minipa MDT-2244B. O resultado obtido foi

Nmax,empirico = 13986 rpm

A diferenca percentual entre os valores é dada por

Nmax,empirico — Nmax

ERROy,,, = 100 =-0,5%

nmax,empirico

de modo que os valores tedricos e empiricos sdo satisfatoriamente préximos.

Com base em n,,,., € considerando-se a utilizacdo de uma faixa de fita
isolante preta cobrindo metade da circunferéncia cromada da carcaga rotativa do
motor, tem-se que a frequéncia maxima a ser medida (frequéncia do aumento ou
diminuicdo de refletancia) é

max

n
finax = —go - = 234 Hz

81



Em seguida, sendo t o tempo de subida ou descida da rampa do sinal de
refletdncia medido, e considerando-se patamares em nivel alto e baixo com duragéo
de 10.t para garantir a nitidez do sinal, pode-se igualar a frequéncia maxima f,,,, ao
inverso da soma do tempo de subida da rampa, mais o tempo em que o sinal
permanece no patamar alto (nivel I6gico alto), mais o tempo de descida da rampa,
mais o tempo em que o sinal permanece no patamar baixo (nivel l6gico baixo), ou
seja,

1
fmax = t+10.t +¢t+10.t

Resolvendo-se a expresséo anterior para t, e substituindo-se o valor de f,,4x,

obtém-se que

t =194 us

B 22-fmax

ou seja, o tempo de subida ou descida da rampa do sinal de refletancia medido deve
ser igual ou menor do que 194 us.

A partir do valor anterior, optou-se pela utilizacdo de quatro sensores de
refletancia QTR-1A produzidos pela Pololu. As especificacbes nominais basicas

desses sensores fornecidas pelo fabricante séo listadas a seguir (POLOLU, 2014):

e Dimensfes sem 0s pinos para conexao: 12,7 X 7,62 X 2,54 mm

e Tensao de alimentacéo tipica: V;,, =5V

e Corrente de alimentacéo: I = 17 mA

e Tipo de saida: tensdo analogica entre 0V e 1V,

e Distancia 6tima entre o sensor e a superficie a ser avaliada: 3 mm

e Distancia maxima recomendada entre o sensor e a superficie a ser avaliada:
6 mm

e Massa sem 0s pinos para conexao: 0,2 g

e Tempo de subida ou descida de rampa do sinal da refletancia medido: t, =

A medida do tempo de subida ou descida de rampa do sinal da refletancia

informada acima foi tomada com V;, =5V, I =100 uA, R, =1kQ, utlizando-se
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como superficie refletora uma chapa de liga de aluminio espelhada a uma distancia
de 1 mm (FAIRCHILD, 2008).

Para informacdes mais detalhadas sobre o LED infravermelho e o
fototransistor que compdem o referido sensor de refletancia, sugere-se a consulta do
datasheet correspondente (FAIRCHILD, 2008).

Com relacdo a diferenca na refletividade entre a superficie cromada e a
superficie da fita isolante preta, procedeu-se com um ensaio simples onde o sensor
de refletividade foi posicionado a uma distancia de 3 mm de cada uma dessas
superficies e alimentado com uma tensao de entrada V;, = 3,3 V. Utilizando um
multimetro Minipa ET-2075B, obteve-se que a tensdo de saida correspondente a
superficie cromada foi V,,; = 0,2V, ao passo que para a superficie da fita isolante
preta a tensdo de saida foi V,,; =2,8V. Uma vez que o padrdo de nivel logico
CMOS em 3,3 V usado pelo Arduino DUE interpreta uma tensédo de 2V a 3,3V como
nivel alto e uma tenséo de 0 a 0,8 V como nivel baixo (SPARKFUN LOGIC LEVELS,
2014), tem-se que a ligacao direta da saida analégica do sensor de refletancia a
uma entrada digital do microcontrolador € possivel.

A figura 16.9 mostra um dos sensores de refletancia utilizados fixado ao
suporte de aluminio responsavel pela manutencdo da distancia correta entre o

sensor e a superficie girante do motor.

Figura 16.9 — Um dos sensores de refletancia utilizados
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16.9 Microcontrolador

A escolha do microcontrolador mais indicado para o projeto em questao foi
feita observando-se a adequacdo de suas interfaces de entrada e saida para a
comunicacdo com os diversos dispositivos que precisardo ser conectados, bem
como a sua capacidade de processamento e de memdaria, no sentido de permitir que
0 codigo de controle embarcado seja carregado por completo, e executado numa
frequéncia adequada.

Abordando-se primeiramente a questdo das interfaces de entrada e saida,

tem-se a situacao apresentada na tabela 16.1.

Tabela 16.1 — Dispositivos a serem conectados

) o Tipo de Ndmero de pinos légicos Numero total de
Dispositivo QTD. ] ] o ] o
interface por dispositivo pinos logicos
ESC Turnigy PLUSH-
4 PPM ou PWM 1 4
30A
Receptor Turnigy 9X8C-
1 PPM ou PCM 9 9
V2
Acelerdmetro BMA180 1 I*c 2 2
Giroscopio ITG3205 1 I*c 2 2
Sensor de refletancia
4 1/0 Digital 1 4
QTR-1A

Lembrando-se que os dispositivos com interface serial 12C compartilham os
mesmos dois pinos (SDA e SCL), tem-se que o numero e o tipo dos pinos légicos

necessarios para a conexao de todos os dispositivos listados na tabela 16.1 é

e 4 pinos com saida PWM
e 9 pinos com entrada PPM
e 2 pinos para interface serial I2C (SDA e SCL)

e 4 pinos com entrada digital

Com relacéo a capacidade de processamento e de memdria necessaria para
o microcontrolador, é dificil no atual estagio de desenvolvimento do trabalho estimar,

ainda que de forma grosseira, 0s requisitos necessarios. Assim, utilizou-se como
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base para a escolha os resultados obtidos por pesquisadores e entusiastas em
projetos similares. Por exemplo, 0 membro do Férum Arduino baselsw, utilizou com
sucesso um microcontrolador ATmega32U4 (arquitetura 8 — bit AVR, clock do CPU
16 MHz, memoéria SRAM de 2,5KB e memoria flash de 32KB) para a
implementacdo de um cédigo de controle baseado em PID para a estabilizacdo do
voo de um quadricéptero (ARDUINO FORUM, 2014).

Assim, com base nas consideracdes anteriores, optou-se por utilizar no
presente trabalho um microcontrolador Atmel SAM3X8E ARM Cortex-M3 CPU,
presente na placa de desenvolvimento Arduino DUE. A seguir sdo listadas as
especificacdes béasicas do Arduino DUE (ARDUINO DUE, 2014):

e CPU: Atmel SAM3X8E ARM Cortex-M3 CPU

e Arquitetura: 32 — bit ARM

e Clock do CPU: 84 MHz

e Memoéria SRAM: 96 KBytes

e Memoria flash para codigo: 512 KBytes

e Tensao de referéncia légica: V,pgic = 3,3V

e Tensdao de entrada recomendada: V;y =7~ 12V

e Tensdo de entrada limite: Viy yax =6~ 16V

e Entradas e saidas digitais: 54 pinos, 12 dos quais podem ser usados como
saidas PWM

e Entradas analdgicas: 12 pinos

e Saidas analdgicas: 2 pinos (DAC)

e Corrente DC maxima combinada em todos os pinos de I/O digitais ou
analdgicas: 130 mA

e Corrente DC maxima no pino de alimentacdo de 3,3 V: 800 mA

e Corrente DC maxima no pino de alimentagdo de 5V: 800 mA

Para informacdes mais detalhadas sobre a placa de desenvolvimento sugere-
se a consulta da home page dedicada ao Arduino DUE (ARDUINO DUE, 2014). Ja
para informacdes mais detalhadas sobre o microcontrolador, sugere-se a consulta
do seu datasheet (ATMEL, 2012).

De uma forma geral, a escolha da plataforma Arduino traz diversas

vantagens:
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¢ Ambiente de desenvolvimento integrado (IDE) simples e objetivo;

e Simplicidade de programacao através das linguagens C e C++;

e EXxisténcia de diversas bibliotecas nativas, o que simplifica a execucao de
diversas tarefas e a integracao de diferentes dispositivos;

e Compatibilidade com diversos dispositivos eletrbnicos como sensores,
receptores de radio controle, servos e ESCs;

e EXxisténcia de uma grande comunidade mundial de usuarios com diversos
féruns para troca de informacdes;

¢ Relativo baixo curto e facilidade de aquisicao.

A figura 16.10 mostra o Arduino DUE utilizado.

Figura 16.10 — Arduino DUE utilizado

16.10 Conversor de nivel logico

Analisando-se as especificagbes do ESC Turnigy PLUSH-30A e do Receptor
Turnigy 9X8C-V2, pode-se observar que a tensdo de referéncia logica de ambos é
Viocic =45~ 65V, ao passo que o Arduino DUE opera com V, ¢z c = 3,3V. Por
conta dessa diferenca nas tensdes, torna-se necessaria a utilizacdo de conversores
de nivel logicos.

Para o projeto em questéo foi escolhido o conversor de nivel légico produzido
pela Sparkfun. As especificacbes técnicas béasicas desse dispositivo podem ser
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encontradas na home page correspondente (SPARKFUN USING THE LOGIC
LEVEL CONVERTER, 2014).

A figura 16.11 mostra o conversor de nivel légico utilizado.

v
-
2
:
-
g
5

Figura 16.11 — Conversor de nivel légico utilizado
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17 PROJETO DO PROTOTIPO

17.1 Caracteristicas gerais

A estrutura para o suporte mecanico dos diversos componentes do protétipo
foi concebida visando o emprego de matérias-primas de facil aquisicdo e baixo
custo, bem como a utilizagdo de técnicas simples de fabricacdo e montagem, de
forma a permitir a execucédo de modificacdes e reparos em um ambiente domiciliar.

Os elementos basicos da estrutura correspondem aos bracos dispostos em
“X” mostrados na figura 17.1. Esses bragos serao feitos de chapas de madeira do
tipo Cedro, com 3 mm de espessura. Para que o encaixe mostrado na figura 17.1
seja possivel, serdo feitas fendas de 3 mm de largura no meio de cada uma das

chapas, porém em uma delas na metade superior e na outra na metade inferior.

A
v

Figura 17.1 — Bragos em “X”

A fixacdo central dos bracos se dara por meio de duas chapas quadradas de
aluminio de 1,5 mm de espessura, formando uma espécie de “sanduiche”. A unido
entre as chapas de aluminio e os bracos de madeira sera feita por meio de

cantoneiras de aluminio e parafusos. A figura 17.2 ilustra o detalhe da regido central.
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A chapa de fixacdo central superior também servira de base de fixa¢do para o

hardware a ser embarcado no prot6tipo (ndo representado na figura).

Figura 17.2 — Fixacao central dos bragos com auxilio das chapas de aluminio

Uma vez que os bragos sozinhos séo pouco rigidos a flexao lateral e a torgéo,
serdo adicionados reforcadores feitos de chapas de madeira do tipo Cedro com 3
mm de espessura. Estes serdo vazados ao longo dos respectivos comprimentos de
modo a proporcionar um alivio na massa total da aeronave, bem como diminuir a
obstrucéo do fluxo de ar expelido pelos rotores. A figura 17.3 ilustra a adi¢cdo dos
reforgadores.

A unido entre os reforcadores e os bracos sera feita por meio de cantoneiras
de aluminio e parafusos, conforme ilustra a figura 17.4.

Essas mesmas cantoneiras serdo responsaveis também pela fixagdo dos
motores ao restante do protétipo, conforme pode ser visto na figura 17.5. Ainda
nessa mesma figura pode ser visto o suporte de aluminio em “L” no qual é fixado o
sensor de refletividade a ser usado em testes que envolvam a medicédo da rotacao

dos motores.
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Figura 17.3 — Adigdo dos reforcadores

Figura 17.4 — Detalhe da unido entre os reforcadores e os bragos
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Figura 17.5 — Detalhe da fixacdo de um dos motores ao restante da estrutura

Na figura 17.6 pode ser vista a posicado de fixacdo de um dos quatro ESCs
(componente vermelho da figura) e de uma das quatro baterias (componente azul da
figura) ao respectivo braco. Para a fixacdo propriamente dita desses componentes

serdo utilizadas cintas de Velcro (ndo representadas na figura).
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Figura 17.6 — Detalhe da posi¢éo de um ESC e de uma bateria em relagdo ao respectivo braco

s

Por fim, na figura 17.7 € apresentado o modelo em CAD completo do
protétipo a ser construido, com excec¢do apenas do hardware embarcado, composto
pelo Arduino DUE, o receptor Turnigy 9X8C-V2, os sensores BMA180 e ITG3205, e
a placa de circuito a ser feita para melhor conexdo dos componentes eletrdnicos.
Esses componentes ndo representados ficariam fixados na regido central do

prot6tipo, sobre a chapa de fixagao central superior.
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Figura 17.7 — Modelo em CAD completo do protétipo

As dimensdes méaximas do protoétipo correspondem a um paralelepipedo de
654 X 654 x 128 mm (incluindo os rotores), e a distancia entre centros de dois
rotores consecutivos é 400 mm. Observe que essas medidas satisfazem o requisito

que impde que a area projetada seja igual ou inferior a 1 m?2.
17.2 Verificacdo pelo Método dos Elementos Finitos

Para garantir que a estrutura do protétipo a ser construido suportard os
carregamentos gerados durante o voo, serd conduzida uma verificacdo simples da
sua resisténcia utilizando-se o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Nesta andlise, as maximas tensées normais e de cisalhamento geradas em
pontos especificos, as quais serdo funcbées da geometria da estrutura como um todo
e dos carregamentos impostos, serdo comparadas aos limites de resisténcia do
material empregado no ponto em questdo. Uma vez que boa parte da estrutura é
feita em madeira, um material ortotropico e geralmente considerado fragil, as
direcbes das tensdes nas regides analisadas precisaréo ser consideradas.

Para simplificar a utilizacdo do MEF, produziu-se o modelo simplificado da
estrutura do prototipo apresentado na figura 17.8. Observe que este modelo ndo
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leva em conta a presenca dos furos por onde passam os parafusos nem a presenca
das cantoneiras nos pontos de unido da estrutura, de modo que os resultados a

serem obtidos devem ser considerados com cautela.

=

Figura 17.8 — Modelo simplificado do protétipo a ser utilizado para a andlise pelo MEF

Sobre 0 modelo apresentado na figura anterior, criou-se uma malha do tipo
CTETRA(10) com elementos de 3,0 mm de comprimento, 0 que resultou em um
sistema linear com 485631 equacdes a serem resolvidas.

Uma vez que nao foi possivel obter dados de desempenho em voo de
quadricopteros similares, e dados proprios s6 poderdo ser levantados apds a
validacdo do protoétipo, sera simulado um carregamento genérico onde o prototipo é
pendurado verticalmente pelos rotores, e uma determinada forca € aplicada sobre a
chapa de fixacao central superior. Para efeito de calculo sera considerado uma forca
equivalente a quatro vezes o peso proprio do protoétipo, ou seja, F =4.m.g =4 X
1,787 x9,81 =70,1 N (a obtencdo da massa do protétipo m = 1,787 kg sera

apresentada na préoxima sec¢ao). A figura 17.9 mostra o modelo carregado.
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Figura 17.9 — Modelo carregado

Os resultados das simulacdes estdo apresentados nas figuras 17.10 e 17.11.

CUADRICCPTFRQO_sm' Sciutien ' Resut
Subcese - Static Loeos 1, Stetc Step

Stress - Elemertea, Max Principa
Min 0871, Mex £ 161, Unts = N/mm*2(MPa)
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— 3728

= 3.251

2.773

2.295

1.818

b 1340
0.862
0.385

-0.093

E 3,5,7«1

Units = Nimm*2(MPa)

Figura 17.10 — Maxima tensdo normal
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Figura 17.11 — Maxima tensao de cisalhamento

A partir da figura 17.10 pode-se perceber claramente que a maxima tenséo
normal ocorre nos bragos em “X”, nas partes inferiores das regides préximas as
chapas de fixacdo central, e que o seu valor é g,,,, = 5,2 MPa. Note que esta tensao
corresponde a uma tracdo na direcao das fibras da madeira.

Ja4 a partir da figura 17.11 pode-se perceber que a maxima tensdo de
cisalhamento ocorre nos bragos em “X”, nas partes inferiores e superiores das
regibes proximas as chapas de fixacdo central, e que o seu valor é t,,,, = 3,1 MPa.

Sendo a resisténcia a flexdo do Cedro com 15% de umidade igual a 81,2 MPa,
e a sua resisténcia ao cisalhamento igual a 7,1 MPa (CEDRO - IPT, 2014), pode-se
concluir que a estrutura de sustentacdo do protétipo deve suportar o carregamento

proposto.
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18 PARAMETROS FiSICOS DO PROTOTIPO

18.1 Parametros de distribuicdo de massa do protétipo

Para o calculo da massa e da matriz de inércia, procedeu-se com a inclusao
das massas especificas de cada um dos componentes do protétipo no modelo em
CAD.

Em seguida, solicitou-se ao software de CAD utilizado, através de um
comando especifico, que fossem calculadas numericamente as propriedades
massicas do protétipo completo. O resultado obtido foi disponibilizado através do

arquivo de texto reproduzido integralmente a seguir:

Information listing created by : Yokota

Date : 17/09/2014 09:24:12

Current work part
E:\Dropbox\EPUSP\TCC\CAD\QUADRICOPTERO\v2.3\#QUADRICOPTERO.prt

Node name HE

Measurement Mass Properties

Displayed Mass Property Values

Volume = 951876.912281430 mm"3
Area = 587881.583122334 mm"2
Mass = 1.787000002 kg
Weight = 17.524499375 N

Radius of Gyration 195.999351635 mm

Centroid = -0.000563767, 0.008284928, -4.042006548 mm
Detailed Mass Properties

Analysis calculated using accuracy of 0.990000000

Information Units kg - mm

Density = 0.000001877

Volume 951876.912281430
Area = 587881.583122334

Mass 1.787000002

First Moments

Mx, My, Mz = -0.001007452, 0.014805166, -7.223065708

Center of Mass

Xcbar, Ycbar, Zcbar = -0.000563767, 0.008284928, -4.042006548
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Moments of Inertia

Ix, Iy, Iz

Moments of Inertia

Ixc, Iyc, Izc
Moments of Inertia

I

Products of Inertia

Iyz, Ixz, Ixy

Products of Inertia

Iyzc, Ixzc, Ixyc
Radii of Gyration

Rx, Ry, Rz
Radii of Gyration

Rxc, Ryc, Rzc
Radii of Gyration

R

Principal Axes
Xp (X), Xp(Y),
Yp (X), Yp(Y),
Zp(X), zZp(Y),

Principal Moments

11, 12, I3

Zp (Z)

(WCS)

= 33669.452262003,

(Centroidal)

= 33640.256460451,

(Spherical)

= 68648.937876391

(WCS)
= -0.004138352,
(Centroidal)
= 0.055704228,
(WCS)

= 137.263715144,

(Centroidal)
= 137.204189475,

(Spherical)
= 195.999351635

-0.000000163,
0.002234216,
-0.999997504,

67656.951964285,

36029.863007605,

36000.667328145,

(Direction vectors relative to the WCS)
Xp (Z) =
Yp (Z)

67656.952087414

67656.951964186

0.009606737, -5.273716727
0.005534608, -5.273708380
141.993684644, 194.578090958
141.936142900, 194.578090781
-0.000001760, 1.000000000
0.999997504, 0.000001760
0.002234216, -0.000000159

36000.679110683,

Error Estimates

Volume

Area

Mass

Moments of Inertia
Center of Mass

Moments of Inertia

Products of Inertia

868.
299.

I
o

(Spherical) = 0

Il
o

(WCS)

1633.

(WCS) = 1637.

627661378
861345511

.002134194
.364056213
.651344217,

382151333,
885567147,

0.651363102,
1633.370624073,
1640.518013854,

33640.244677814

0.642718993
1638.612033754
1640.523701079

Analisando-se os valores calculados, pode-se perceber claramente que os

produtos de inércia do prototipo sdo, ao menos, quatro ordens de grandeza menores

do que os momentos de inércia, de modo que seus valores podem ser desprezados.
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Procedendo-se de forma analoga para os componentes girantes do conjunto
formado por um rotor (elemento de sustentacdo aerodinamica) e um rotor do motor
elétrico (elemento eletromecanico mével formado por imads permanentes, uma
carcaca movel, eixo e spinner), obteve-se o0 arquivo de texto reproduzido

integralmente a seguir:

Information listing created by : Yokota

Date : 17/09/2014 09:30:30

Current work part : E:\Dropbox\EPUSP\TCC\CAD\QUADRICOPTERO\v2.3\#CONJUNTO DO
ROTOR.prt

Node name 17

Measurement Mass Properties

Displayed Mass Property Values

Volume = 12354.278342736 mm"3

Area = 22352.209238302 mm"2

Mass = 0.049870851 kg

Weight = 0.489066427 N

Radius of Gyration = 34.446570369 mm

Centroid = 0.001519423, 0.000625232, -5.560465824 mm

Detailed Mass Properties

Analysis calculated using accuracy of 0.990000000
Information Units kg - mm

Density = 0.000004037

Volume = 12354.278342736

Area = 22352.209238302

Mass = 0.049870851

First Moments

Mx, My, Mz = 0.000075775, 0.000031181, -0.277305165
Center of Mass

Xcbar, Ycbar, Zcbar = 0.001519423, 0.000625232, -5.560465824
Moments of Inertia (WCS)

Ix, ly, Iz = 35.314829380, 43.380137047, 42.739060060

Moments of Inertia (Centroidal)

Ixc, Iyc, Izc = 33.772883467, 41.838191038, 42.739059926

Moments of Inertia (Spherical)

I = 59.175067215
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Products of Inertia (WCS)
Iyz, Ixz, Ixy = -0.001144109, -0.000095517, 18.538638420

Products of Inertia (Centroidal)

Iyzc, Ixzc, Ixyc = -0.000970729, 0.000325827, 18.538638373

Radii of Gyration (WCS)
Rx, Ry, Rz = 26.610630498, 29.493211709, 29.274473416

Radii of Gyration (Centroidal)
Rxc, Ryc, Rzc = 26.023198784, 28.964301380, 29.274473369

Radii of Gyration (Spherical)
R = 34.446570369

Principal Axes (Direction vectors relative to the WCS)

Xp(X), Xp(Y), Xp(Z) = -0.627472617, 0.778638626, 0.000068404
Yp(X), Yp(Y), Yp(Z) = 0.000054497,  -0.000043933, 0.999999998
Zp(X), zp(Y), Zp(2Z) = 0.778638627, 0.627472619, -0.000014867

Principal Moments

I1, 12, I3 = 56.777711924, 42.739059865, 18.833362642

Error Estimates

Volume = 195.098115394
Area = 32.684058213
Mass = 0.000343527
Moments of Inertia (Spherical) = 0.555133382
Center of Mass = 0.027876200, 0.027875893, 0.025965505
Moments of Inertia (WCS) = 6.430314216, 6.430364069, 6.729780986
Products of Inertia (WCS) = 6.683177476, 6.838222780, 6.838199562

Convertendo-se os valores desejados para unidades mais convenientes,

obtém-se:

e Massa total do prototipo: m = 1,787 kg

e Momento de inércia do protétipo na direcdo x: I§* = 3,36 X 1072 kg.m?
e Momento de inércia do protétipo na direcdo y: I}” = 3,60 x 1072 kg.m?
e Momento de inércia do protétipo na direcdo z: 127 = 6,77 x 1072 kg. m?

e Momento de inércia do rotor: I" = 4,27 X 10~> kg.m?
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Observe que a massa total acima satisfaz o requisito de que a massa do
prototipo deve ser igual ou inferior a 2 kg.

18.2 Parametros aerodin@micos do prototipo

Dada a elevada complexidade geométrica do prototipo e a impossibilidade de
realizacdo de ensaios em tuneis de vento, a determinacdo de seu coeficiente de
arrasto aerodinamico C, sera feita de forma aproximada, aplicando-se as suas
dimensdes caracteristicas a uma forma geométrica conhecida, que no caso sera um
cilindro liso com diametro igual a altura. Reconhece-se desde ja que a simplificacao
proposta possui carater provisorio, e que estudos mais rigorosos precisarao ser
feitos em etapas futuras.

A partir do modelo em CAD, obteve-se que a area frontal do protétipo é dada
por S = 0,0281 m?, resultando em um comprimento caracteristico ¢ = VS = 0,168 m.

Uma vez que a velocidade maxima real de translacdo do protétipo sé podera
ser determinada ap0s a sua conclusdo, o seu moédulo serd estimado entre V; =
5 m/s eV, =10 m/s. Para essas velocidades, considerando-se a massa especifica
padrdo do ar p = 1,23 kg/m3 e a viscosidade dindmica padrdo do ar p = 1,79 x

10> N.s/m?, o Nimero de Reynolds é

p-Vi.c 1,23 x5x0,168

— 4
T79x10-s  _ 0x10

R81 =

p.Voc 123x10X0,168

= = X 5
ez 179x105 <10

Assim, pode-se observar a partir da figura 18.1 que entre Re; = 6 X 10* e

Re, = 1 x 10° o coeficiente de arrasto aerodinamico de um cilindro liso é préximo de

Cp=12
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Figura 18.1 — Coeficiente de arrasto em funcdo do NUmero de Reynolds (MUNSON, 2004)

Em suma, obteve-se:

e Area frontal do prototipo: S = 0,0281 m?
e Comprimento caracteristico do protétipo: ¢ = 0,168 m

e Coeficiente de arrasto aerodinamico: C, = 1,2
18.3 Parametros aerodinamicos dos rotores

Os parametros aerodinAmicos dos rotores que precisam ser determinados

correspondem ao coeficiente de empuxo kr,, definido pela expressdo 18.1, e o
coeficiente de torque k,,, definido pela expressao 18.2. As expressdes 18.1 e 18.2

sdo obtidas diretamente das expressbes 11.4 e 11.11, respectivamente,

apresentadas anteriormente.

Ky = —1

Ti™ p.D*. Q2 (18.1)
Q;

ko = ——— .

© T p.D5.Q2 (182)

Para que se possa obter a forca de empuxo T; e o torque de arrasto Q; para
uma velocidade angular Q;, foi desenvolvida e fabricada a balanca dinamométrica

apresentada na figura 18.2, composta por um braco horizontal articulado por meio
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de dois rolamentos (com torques de rolamento despreziveis) a uma estrutura vertical
de sustentacdo. Dependendo da forma como o motor com o rotor a ser testado é
acoplado ao braco, pode-se medir tanto o efeito da forca de empuxo quanto do
torque de arrasto, por meio da leitura da forca resultante aplicada sobre uma
balanca digital de preciséo, posicionada abaixo de um ponto conveniente do brago.
Adicionalmente, o sistema de tacometro utilizado possibilita a leitura constante da
rotacao instantanea do sistema. Por fim, foi adicionado um dispositivo que permite a
leitura da tenséo e da corrente instantanea nos terminais da bateria utilizada para a

alimentagao do motor.

Figura 18.2 — Balanca dinamomeétrica

Na figura 18.3 pode-se ver a balanca dinamométrica na configuracdo para
medida da forca de empuxo T;, ao passo que na figura 18.4 pode-se vé-la na

configuracéo para medida do torque de arrasto Q;.
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Figura 18.4 — Balanca dinamométrica na configuragcao para medida do torque de arrasto Q;

Antes da realizacdo dos ensaios foram formados quatro conjuntos de
componentes, cada um com um rotor, um motor, um ESC e uma bateria. Esses

conjuntos, nomeados 1, 2, 3 e 4, de acordo com a posigdo em que ocupam no
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prototipo segundo a figura 11.1, ndo foram mais alterados de modo a permitir que 0s
ensaios realizados refltam o efeito combinado de um conjunto especifico de
componentes. Esse cuidado precisou ser tomado pois, em ensaios preliminares,
detectaram-se diferencas significativas no comportamento de um componente para
0 outro, quando os demais eram mantidos 0s mesmos.

Os procedimentos de ensaio para a avaliacao da forga de empuxo e do torque
de arrasto sdo iguais. Em ambos os casos uma rotina de testes automatica
implementada no Arduino DUE envia ao ESC um sinal especifico de entrada em
degrau U;(k), e durante certo periodo de tempo toma uma determinada quantidade
de leituras da evolucdo temporal da velocidade angular ;. Os intervalos de tempo
entre as leituras variam em funcdo das caracteristicas momentaneas da resposta,
podendo ser mais refinados ou grosseiros. Os valores coletados sédo enviados
continuamente a um computador que salva os dados em um arquivo de texto.
Terminadas as leituras, o codigo envia ao ESC um sinal de entrada que p6e o motor
em ponto morto por 20 segundos, até que um novo sinal de entrada em degrau
U;(k + 1), superior ao anterior, € aplicado e uma nova tomada de leituras &
conduzida. Ao longo do tempo no qual a evolucdo temporal da velocidade angular Q;
€ gravada, o operador do ensaio deve, apés notar a estabilizacdo do sistema,
efetuar as leituras da forca na balanca, bem como da tensdo e da corrente na
bateria. O ensaio do conjunto termina quando a velocidade angular do rotor nao
mais responde aos incrementos no sinal de controle.

Os resultados finais dos ensaios, tanto para a medida da forca de empuxo
guanto do torque de arrasto, sdo as evolu¢des temporais da velocidade angular para
cada um dos diferentes sinais de entrada em degrau aplicados, seguidos das
leituras das forcas na balanca, e das tensdes e correntes na bateria, para cada um
dos 4 conjuntos de componentes testados.

De posse dos dados brutos, deve-se inicialmente converter a forca medida

pela balanca de grama — forga para N. Assim, tem-se

Fy,=m;. g

Fror.
_)FNi — kgfl-g

g*

9
FNi = mFgrama—forgai (18.3)
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onde g = 9,81 m/s? é a aceleracdo da gravidade padrdo e g* = 1,0 kgf/kg € um
termo de compatibilizacdo dimensional.

Em seguida, para o caso da determinacdo da forca de empuxo a partir da
forca medida pela balanca, tem-se

lemp.bal.

T; = Fy, (18.4)

lemp.rotor

onde lemppar. = 0,500m € Loy roror = 0,200 m sdo, respectivamente, as distancias
da linha de acéo da forca aplicada sobre a balanca e da linha de acédo da forca de
empuxo, até o eixo de pivotamento da balanca dinamomeétrica.

De posse da forca de empuxo, a determinacdo do coeficiente de empuxo se

da com o auxilio da expressao 18.1, reproduzida a seguir por conveniéncia,

ey = —
Ti™ p.D*. Q2

Sera considerado o diametro do rotor D = 0,254 m.
Para o caso da determinacédo do torque de arrasto a partir da forca medida

pela balanca, tem-se

Qi = larrpar- FNi (18.5)

onde l,pq = 0,200m é a distancia da linha de acdo da forca aplicada sobre a
balanca até o eixo de pivotamento da balanca dinamomeétrica.
De posse do torque de arrasto, a determinacao do coeficiente de torque se da

com o auxilio da expresséo 18.2, reproduzida a seguir por conveniéncia,

Q;
kg = ——
T p.D5.Q?
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As velocidades angulares utilizadas para os calculos dos coeficientes de
empuxo e torque correspondem as velocidades angulares de regime permanente
para cada sinal de entrada em degrau U; aplicado.

Observando-se os valores obtidos para os coeficientes de empuxo e torque,
pode-se perceber que estes variam linearmente com a velocidade angular do
respectivo rotor, indicando certa limitagdo no modelo dado pelas expressbes 11.4 e
11.11. Assim, para a determinagdo dos valores finais destes coeficientes, serao
ajustadas equacdes de retas entre cada um deles e as velocidades angulares com
as guais se relacionam, para que seus valores referentes a uma determinada
condicdo de voo sejam mais facilmente determinados.

Considere o coeficiente de empuxo variando linearmente com a velocidade

angular do i — ésimo rotor, de acordo com a expressédo 18.6 a sequir,
le. = ATi'Qi + BTi (186)

Considere também a expressdo 18.7 para a velocidade angular Q;, do i —

ésimo rotor para a condi¢cao de voo pairado
m.g _ 4 2
T = lepD "QiO (18.7)

Substituindo-se 18.6 em 18.7 obtém-se

m.g
- = (Ar,-Qy + Br,).p.D*.Q;2
BT' mg
Q3 4+—L0—-— =0
B R Ty (18.8)

Resolvendo-se a equagdo 18.8, obtém-se a velocidade angular Q;, para a
condicao de voo pairado, que pode ser substituida na equacédo 18.6 para a obtencao
do coeficiente de empuxo final a ser utilizado ao longo do trabalho.

Analogamente, o coeficiente de torque em funcéo da velocidade angular do

i — ésimo rotor € dado pela expresséo 18.9 a seguir
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Substituindo-se a velocidade angular ;, na expressao 18.9, obtém-se o

coeficiente de torque final.
A seguir sdo apresentados os resultados obtidos com base nos dados
coletados:

e Velocidade angular do conjunto 1 para voo pairado: ©,, = 559 rad/s
e Velocidade angular do conjunto 2 para voo pairado: Q,, = 553 rad/s
e Velocidade angular do conjunto 3 para voo pairado: Q3, = 545 rad/s
e Velocidade angular do conjunto 4 para voo pairado: Q,, = 559 rad/s
» Coeficiente de empuxo do rotor do conjunto 1: kr, = 2,74 x 1073

» Coeficiente de empuxo do rotor do conjunto 2: k7, = 2,80 x 1073

e Coeficiente de empuxo do rotor do conjunto 3: k7, = 2,88 X 1073

e Coeficiente de empuxo do rotor do conjunto 4: kr, = 2,74 x 1073
 Coeficiente de torque do rotor do conjunto 1: k,, = 1,69 x 10~*
 Coeficiente de torque do rotor do conjunto 2: k,, = 1,83 x 10~*

» Coeficiente de torque do rotor do conjunto 3: k,, = 1,81 x 10~*

» Coeficiente de torque do rotor do conjunto 4: k,, = 1,97 X 10~*

18.4 Parametros dos motores

Para a determinagdo empirica dos ganhos dos motores K,,, e das constantes
de tempo T, serao utilizados os mesmos dados a partir dos quais foram obtidos os
coeficientes de empuxo kr, e torque kg, .

Substituindo-se o sinal de entrada em degrau U; na equacédo 12.7, obtém-se

1 Kn,
'Q'l = —T—miﬂi + Tmi Uu;
O+ 0 = oy
- . — = —— .
i Tmi i Tmi i (18.10)
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Considerando-se condig0es iniciais nulas e aplicando-se as Transformadas
de Laplace, obtém-se

. 1 K,
coscfn) <)

K,
L U,
1 T
- 5.0;(s) + T—Qi(s) =—
m;
K,
m;
5 ) = —
s+
S (S Tml>

Ko, .
- 0 =T

\o(r)

t
g ‘Q‘i = Kmi' Ul" <1 —e Tmi) (1811)

Para se determinar K, deve-se analisar o comportamento para t —» o, ou
seja, para o sistema em regime permanente,

t
lim 0; = lim | Kpn,. U;. <1 —e Tmi>

= Qgp; = Km,;- U;

Qrp,
K. = _RPi

) 18.12
= (18.12)

Ja T,,, pode ser determinada como se segue

t
Q =Kp,. U <1 —e Tmt)

Q; t

=e Tm;



—>Tmi:—

(0P
ln (1 B QR:%)

(18.13)

Da mesma forma como foi observado para os coeficientes de empuxo e

torque, tanto os ganhos dos motores quanto as suas constantes de tempo

apresentam, na pratica, uma dependéncia aproximadamente

linear com as

respectivas velocidades angulares. Assim, mais uma vez, serdo ajustadas equacgdes

de retas que permitam obter os valores dos parametros em questdo para as

respectivas velocidades angulares de voo pairado.

Considere as equacdes 18.14 e 18.15 relacionando, respectivamente, o

ganho K, e a constante de tempo T,,, do i — ésimo motor a sua velocidade angular

Q;

Kmi = AKm.'Qi + BKm-

Tmi = ATmi. Ql + BTmi

(18.14)

(18.15)

Substituindo-se a velocidade angular para a condicdo de voo pairado Q;, em

cada uma das equacdes anteriores, podem-se determinar os valores finais do ganho

K, € a constante de tempo T, .

Adicionalmente, podem-se determinar os sinais de entrada de controle para a

condicéo de voo pairado

QO

lo

ui0=K

mi

(18.16)

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos com base nos dados

coletados:

e Ganho do motor do conjunto 1: K,,, = 2,983 rad/s
e Ganho do motor do conjunto 2: K,,,, = 3,677 rad/s

e Ganho do motor do conjunto 3: K,,,, = 3,643 rad/s
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e Ganho do motor do conjunto 4: K,,,, = 3,693 rad/s

e Constante de tempo do motor do conjunto 1: T;,, = 0,065 s

e Constante de tempo do motor do conjunto 2: T,,, = 0,063 s

e Constante de tempo do motor do conjunto 3: T,,,, = 0,068 s

e Constante de tempo do motor do conjunto 4: T,,, = 0,067 s

e Sinal de entrada de controle do conjunto 1 para voo pairado: u,, = 188
e Sinal de entrada de controle do conjunto 2 para voo pairado: u,, = 149
e Sinal de entrada de controle do conjunto 3 para voo pairado: uz, = 149

e Sinal de entrada de controle do conjunto 4 para voo pairado: u,, = 150

Analisando-se os valores obtidos para os ganhos dos motores e 0s sinais de
entrada de controle para voo pairado, pode-se notar claramente que o conjunto 1
difere sensivelmente dos demais. A razdo para isso esta no fato de que, apesar de
todos os ESCs usados serem do mesmo modelo, o ESC do conjunto 1 foi comprado
com alguns meses de antecedéncia em relacdo aos demais, de modo que supde-se
que tenham havido mudancas no firmware desse dispositivo entre as datas de

fabricacéo dos dois lotes.

111



19 SIMULACAO DO MODELO NAO LINEAR EM MALHA ABERTA

Para que se possa verificar a validade do modelo nédo linear em malha aberta,
bem como conhecer sua dindmica, este sera simulado numericamente com o auxilio
do software Matlab. A integracéo no tempo do seu sistema de equacgdes diferenciais
(equacdes de 11.18 a 11.29, mais a equacdo 12.7) sera feita empregando-se o
Método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Apenas nesta secao, os parametros fisicos dos quatro sistemas propulsores
serdo supostos iguais aos valores médios apresentados a seguir, obtidos a partir

dos valores individuais apresentados na secao 18:

e Velocidade angular para voo pairado: Q, = 554 rad/s
e Coeficiente de empuxo: k; = 2,79 x 1073

» Coeficiente de torque: k, = 1,82 x 10™*

e Ganho do motor: K,,, = 3,499 rad/s

e Constante de tempo do motor: T,,, = 0,066 s

¢ Sinal de entrada de controle para voo pairado: u, = 158

Esta medida visa evidenciar aspectos mais sutis do comportamento dinamico
do sistema que, de outra forma, seriam dificilmente percebidos, dado o elevado
efeito desestabilizador que as diferencas nos desempenhos dos sistemas
propulsores tém sobre a resposta.

Salienta-se que para o desenvolvimento e simulacdo do sistema de controle
nas préoximas secles, serdo considerados os dados individuais dos sistemas
propulsores apresentados na secao 18. Os demais parametros do protétipo serédo
mantidos os mesmos em todo o trabalho.

A seguir sdo apresentados os resultados para cinco conjuntos de condi¢des

iniciais.
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Tabela 19.1 — Conjunto de condic¢es iniciais 1

Coordenada x; da posi¢édo Xg =40m
Coordenada y, da posicéo Yy =20m
Altitude h, h, =10m
Coordenada ¢ da posicdo angular (Direcdo Ozx; — Rolagem) ¢ =
Coordenada 6 da posicéo angular (Direcao Oy, — Arfagem) 6=
Coordenada 1 da posigéo angular (Direcdo 0zz; — Guinada) Y = 20°
Coordenada u da velocidade (Direcéo 0yzxg) u=20
Coordenada v da velocidade (Direcé@o Ogy,) v=20
Coordenada w da velocidade (Direcdo Ogzj) w=20
Coordenada p da velocidade angular (Diregédo Ogzx5) p=0
Coordenada q da velocidade angular (Direcao Ogy,) q=0
Coordenada r da velocidade angular (Dire¢éo Ogzg) r=20
Velocidade angular inicial do rotor 1 Q, =9,
Velocidade angular inicial do rotor 2 Q, =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 3 Q; =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 4 Q, =Q
Sistema nao linear em malha aberta
Posigoes
80 T T T T T T T T T
Xe
60 Ye
— h
r
40
E
o
% 20
2
o
0 L =
20+ )
_40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 10
Tempo t [s]

Figura 19.1 — Gréafico das posig8es para o conjunto de condic¢des iniciais 1
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Sistema nao linear em malha aberta
Posigdes angulares
50 T T T T T T T T T
= phi
theta ||
— psi

40

30

20

-
o
T

1

Posicéao angular [°]
o

I
o
T

1

-50 1 1 1 1 1 1 I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 19.2 — Grafico das posi¢Bes angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 1

Sistema néo linear em malha aberta

Velocidades
25 T T T T T T T T T

20

T

15 5

10 g

T

Velocidade [m/s]
(9]

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 19.3 — Gréfico das velocidades para o conjunto de condic¢des iniciais 1
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
4 T T T T T T T T T

—_— P
3r = aq\
—
o 2P 1
9
5 1f :
=
[
=
o0
()
el
S
5 1+ .
0
4
Sl ]
Bl i
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo t [s]

Figura 19.4 — Grafico das velocidades angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 1

No primeiro conjunto de condi¢des iniciais, foram impostos valores ndo nulos
para as trés coordenadas de posicao xz, yr € zg, bem como para a posi¢cao angular
Y (guinada). Ja as demais coordenadas foram mantidas nos seus respectivos pontos
de equilibrio para um voo pairado.

Pode-se notar claramente que o sistema permaneceu em equilibrio para esse
conjunto de condi¢des iniciais, fato que na pratica ndo deve ser observado devido ao
efeito desestabilizador que as diferencas nos desempenhos dos sistemas
propulsores tém sobre a resposta do sistema real, as imperfeicbes construtivas do

protétipo, bem como pela inevitavel acao de disturbios externos.
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Tabela 19.2 — Conjunto de condic¢es iniciais 2

Coordenada x; da posi¢édo xg =0
Coordenada y, da posicéo V=0
Altitude h, h, =10m
Coordenada ¢ da posicdo angular (Direcdo Ozx; — Rolagem) ¢ =10°
Coordenada 6 da posicéo angular (Direcao Oy, — Arfagem) 6 =5°
Coordenada 1 da posigéo angular (Direcdo 0zz; — Guinada) Y=0
Coordenada u da velocidade (Direcéo 0yzxg) u=20
Coordenada v da velocidade (Direcé@o Ogy,) v=20
Coordenada w da velocidade (Direcdo Ogzj) w=20
Coordenada p da velocidade angular (Diregédo Ogzx5) p=0
Coordenada q da velocidade angular (Direcao Ogy,) q=0
Coordenada r da velocidade angular (Dire¢éo Ogzg) r=20
Velocidade angular inicial do rotor 1 Q, =9,
Velocidade angular inicial do rotor 2 Q, =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 3 Q; =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 4 Q, =Q
Sistema nao linear em malha aberta
Posigoes
80 T T T T T T T T T
Xe
v
60 Ye
— h
r
40+ 1
E
o
€ 20 .
2
o
0 =
20+ )
_40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 10
Tempo t [s]

Figura 19.5 — Gréafico das posi¢8es para o conjunto de condic¢des iniciais 2
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Posicéao angular [°]

50
40
30
20

Sistema nao linear em malha aberta
Posigdes angulares

T T T T T T T T T
s phi
theta |

— psi

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo t [s]

Figura 19.6 — Grafico das posi¢Bes angulares para o conjunto de condi¢des iniciais 2

Velocidade [m/s]

25

20

15

Sistema néo linear em malha aberta
Velocidades

T

T

1

1

1 2 3 4

5
Tempo t [s]

6

10

Figura 19.7 — Gréfico das velocidades para o conjunto de condic¢des iniciais 2
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
4 T T T T T T T T T

_ P

——

Velocidade angular [°/s]
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Tempo t [s]

Figura 19.8 — Grafico das velocidades angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 2

No segundo conjunto de condi¢des iniciais, foram impostos deslocamentos
angulares positivos nas coordenadas ¢ e 8 (rolagem e arfagem respectivamente).

Esse desnivelamento faz com que os empuxos dos rotores percam o
alinhamento com a forgca peso, implicando em uma ligeira perda de sustentacgéao,
bem como no aparecimento de componentes horizontais de for¢a, que provocam um
movimento lateral acelerado no quadricéptero.

Esse efeito pode ser observado na figura 19.5, onde ficam evidentes os
movimentos acelerados nos sentidos negativo de xz, e positivo de yg, ambos
condizentes com os valores iniciais positivos impostos para ¢ e 6. Adicionalmente,
percebe-se a perda de sustentacdo evidenciada pelo valor decrescente da altitude h.

Ja na figura 19.7, pode-se notar o efeito do arrasto aerodindmico crescente
com o quadrado do médulo da velocidade, fazendo com que esta tenda
assintoticamente ao seu valor terminal.

Por fim, as figuras 19.6 e 19.8 indicam que as posi¢des angulares bem como

as velocidades angulares ndo apresentam variacao.
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Tabela 19.3 — Conjunto de condic¢es iniciais 3

Coordenada x; da posi¢édo xg =0
Coordenada y, da posicéo V=0
Altitude h., h,=10m
Coordenada ¢ da posicdo angular (Direcdo Ozx; — Rolagem) ¢ =
Coordenada 6 da posicéo angular (Direcao Oy, — Arfagem) 6=
Coordenada 1 da posigéo angular (Direcdo 0zz; — Guinada) Y=0
Coordenada u da velocidade (Direcéo 0yzxg) u=-2m/s
Coordenada v da velocidade (Direcé@o Ogy,) v=12 m/s
Coordenada w da velocidade (Direcdo Ogzj) w=—-4m/s
Coordenada p da velocidade angular (Diregédo Ogzx5) p=0
Coordenada q da velocidade angular (Direcao Ogy,) q=0
Coordenada r da velocidade angular (Dire¢éo Ogzg) r=20
Velocidade angular inicial do rotor 1 Q, =9,
Velocidade angular inicial do rotor 2 Q, =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 3 Q; =Q,
Velocidade angular inicial do rotor 4 Q, =Q
Sistema nao linear em malha aberta
Posigoes
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Figura 19.9 — Gréafico das posig8es para o conjunto de condic¢des iniciais 3

119




Sistema nao linear em malha aberta
Posigdes angulares
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Figura 19.10 — Grafico das posi¢cfes angulares para o conjunto de condi¢des iniciais 3

Sistema néo linear em malha aberta

Velocidades
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Figura 19.11 — Grafico das velocidades para o conjunto de condicdes iniciais 3
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
4 T T T T T T T T T
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Figura 19.12 — Grafico das velocidades angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 3

No terceiro conjunto de condicdes iniciais, foi imposta uma velocidade inicial
com componentes ndo nulas.

A partir da figura 19.9, percebe-se que o movimento do quadricOptero esta de
acordo com os sentidos das velocidades iniciais impostas, ou seja, u < 0 resulta em
movimento no sentido negativo de xz, v > 0 resulta em movimento no sentido
positivo de yg, e w < 0 resulta em movimento no sentido positivo de h,..

Na figura 19.11 nota-se mais uma vez o efeito do arrasto aerodindmico que,
desta vez, faz com que o mdédulo da velocidade tenda assintoticamente a zero. Vale
ressaltar que neste caso a velocidade tende a zero, pois, ao contrario do que ocorre
para o conjunto de condi¢des iniciais 2, a resultante de forcas aqui é nula.

Por fim, como no caso anterior, as figuras 19.10 e 19.12 indicam que as

posi¢cdes angulares bem como as velocidades angulares ndo apresentam variacao.
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Tabela 19.4 — Conjunto de condicdes iniciais 4

Coordenada x da posigéo xg =10
Coordenada y, da posi¢ao Yy, =0
Altitude h., h, =10m
Coordenada ¢ da posicdo angular (Direcdo Ogx; — Rolagem) ¢
Coordenada 6 da posi¢do angular (Direcao Ogy, — Arfagem) 6=
Coordenada y da posicdo angular (Direcdo Ogzz; — Guinada) Y=0
Coordenada u da velocidade (Dire¢@o Ogxg) u=20
Coordenada v da velocidade (Dire¢do Ogy,) v=0
Coordenada w da velocidade (Dire¢do Ogzzg) w=20
Coordenada p da velocidade angular (Direg&o 0zx5) p=3°/s
Coordenada q da velocidade angular (Dire¢ao Opy,) q=-3°/s
Coordenada r da velocidade angular (Diregéo Ogzg) r=15°s
Velocidade angular inicial do rotor 1 Q, =0
Velocidade angular inicial do rotor 2 Q, =0,
Velocidade angular inicial do rotor 3 Q; =0,
Velocidade angular inicial do rotor 4 Q, =0

Sistema nao linear em malha aberta
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Figura 19.13 — Grafico das posi¢6es para o conjunto de condic¢des iniciais 4
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Sistema nao linear em malha aberta

Posigdes angulares
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Figura 19.14 — Grafico das posi¢cfes angulares para o conjunto de condi¢des iniciais 4

Sistema néo linear em malha aberta
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Figura 19.15 — Grafico das velocidades para o conjunto de condicdes iniciais 4
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
4 T T T T T T T T T

Velocidade angular [°/s]
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Figura 19.16 — Grafico das velocidades angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 4

No quarto conjunto de condic@es iniciais, foi imposta uma velocidade angular
inicial com componentes ndo nulas.

A partir da figura 19.14, percebe-se que o valor positivo da componente p
gera um movimento de rotacdo com valores crescentes de ¢, ao passo que o valor
negativo da componente g gera um movimento com valores decrescentes de 6,
conforme era esperado.

Esse desnivelamento progressivo faz com que a resultante horizontal da forca
que resulta do desalinhamento entre os empuxos dos rotores e a forca peso,
também aumente, implicando no movimento acelerado nos sentidos positivos das
coordenadas x; e yg, bem como na perda de sustentacéo, conforme mostra a figura
19.13. Adicionalmente, o aumento da resultante faz com que a velocidade terminal
varie e a tendéncia assintética observada nas figuras 19.7 e 19.11 ndo seja
observada na figura 19.15.

Na figura 19.16, pode-se notar que as componentes de velocidade angular p
e g variam continuamente com o tempo, ao passo que a componente r permanece
praticamente constante. Este resultado é condizente com o fato de que o momento

resultante do arrasto aerodindmico foi desprezado durante a elaboragéo do modelo.
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Tabela 19.5 — Conjunto de condic¢des iniciais 5

Coordenada x da posigéo xg =10
Coordenada y, da posi¢ao Yy, =0
Altitude h., h, =10m
Coordenada ¢ da posicdo angular (Direcdo Ogx; — Rolagem) ¢ =
Coordenada 6 da posi¢do angular (Direcao Ogy, — Arfagem) 6=
Coordenada y da posicdo angular (Direcdo Ogzz; — Guinada) Y=0
Coordenada u da velocidade (Dire¢@o Ogxg) u=20
Coordenada v da velocidade (Dire¢do Ogy,) v=0
Coordenada w da velocidade (Dire¢do Ogzzg) w=20
Coordenada p da velocidade angular (Direg&o 0zx5) p=0
Coordenada q da velocidade angular (Dire¢ao Opy,) q=0
Coordenada r da velocidade angular (Diregéo Ogzg) r=0
Velocidade angular inicial do rotor 1 Q, =1,0272.Q,
Velocidade angular inicial do rotor 2 Q, = 0,9738.Q,
Velocidade angular inicial do rotor 3 Q, = 1,0428.Q,
Velocidade angular inicial do rotor 4 Q, = 0,9732.Q,
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Figura 19.17 — Grafico das posi¢6es para o conjunto de condic¢des iniciais 5
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Sistema nao linear em malha aberta

Posigdes angulares
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Figura 19.18 — Grafico das posi¢cfes angulares para o conjunto de condi¢des iniciais 5

Sistema néo linear em malha aberta
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Figura 19.19 — Grafico das velocidades para o conjunto de condicdes iniciais 5
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
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Figura 19.20 — Grafico das velocidades angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 5

No quinto e dltimo conjunto de condi¢des iniciais, foram impostas sobre os
motores elétricos, velocidades angulares iniciais diferentes da velocidade angular de
equilibrio.

Os resultados observados aqui sdo muito similares aos obtidos a partir do
guarto conjunto de condicdes iniciais, o0 que pode ser constatado comparando-se as
figuras 19.17, 19.18 e 19.19 as figuras 19.13, 19.14 e 19.15, respectivamente.

A diferenca s6 pode ser claramente constatada quando sdo comparados os
graficos das velocidades angulares. Assim, na figura 19.20 observa-se que as
componentes da velocidade angular partem de zero até valores proximos aos
observados no grafico da figura 19.16, ao passo que neste Ultimo, as componentes
ja sao iniciadas com valores néo nulos.

Durante o curto intervalo de tempo inicial em que p, q e r variam de forma
mais abrupta, conforme visto na figura 19.20, a dindmica dos motores elétricos faz
com gque as suas velocidades angulares se ajustem e atinjam o valor de equilibrio
Q.

Vale salientar que somente neste Ultimo caso analisado 0s momentos
giroscopicos dos rotores geram algum efeito liquido sobre o quadricoptero, embora

iSso ndo possa ser observado a partir dos graficos devido ao curto periodo de tempo
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em que as rotacbes dos motores permanecem desequilibradas, e a pequena
diferenca entre elas.

Assim, com base nas observacgdes realizadas para os cinco casos analisados,
pode-se concluir que o modelo nédo linear do quadricoptero € valido, uma vez que
este consegue reproduzir de forma satisfatéria boa parte dos comportamentos
dindmicos relevantes esperados de um prototipo real, com as mesmas
caracteristicas e sob as mesmas condicoes.

Apenas a titulo de ilustracdo, sdo apresentadas novamente nas figuras 19.21,
19.22, 19.23 e 19.24 as respostas do sistema para as condi¢des iniciais 1, porém

desta vez simulado com os parametros fisicos individuais dos sistemas propulsores.

Sistema nao linear em malha aberta
Posigoes
150 T T T T T T T T T
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Ye

100
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-100 - '

_150 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 19.21 — Grafico das posi¢Bes para o conjunto de condi¢8es iniciais 1 simulado com os
parametros fisicos individuais dos sistemas propulsores
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Sistema nao linear em malha aberta
Posigdes angulares
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Figura 19.22 — Gréfico das posi¢fes angulares para o conjunto de condic¢des iniciais 1 simulado com
os parametros fisicos individuais dos sistemas propulsores

Sistema néo linear em malha aberta
Velocidades
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Figura 19.23 — Grafico das velocidades para o conjunto de condi¢des iniciais 1 simulado com os
parametros fisicos individuais dos sistemas propulsores
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Sistema nao linear em malha aberta

Velocidades angulares
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Velocidade angular [°/s]
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0

Tempo t [s]

Figura 19.24 — Gréafico das velocidades angulares para o conjunto de condicdes iniciais 1 simulado
com os parametros fisicos individuais dos sistemas propulsores

Comparando-se as figuras 19.21, 19.22, 19.23 e 19.24 as figuras 19.1, 19.2,
19.3 e 19.4, respectivamente, fica claro o elevado efeito desestabilizador comentado
no inicio da sec¢do, que levou a utilizacdo provisoria de parametros fisicos médios
iguais para os sistemas propulsores durante a validacdo do modelo. Esse efeito
adverso resulta do desbalanceamento entre as forcas de empuxo, os torques de

arrasto e os momentos giroscépicos de cada um dos quatro sistemas propulsores.
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20 ANALISE DE ESTABILIDADE DO SISTEMA LINEAR EM MALHA
ABERTA

Os polos do sistema, que correspondem aos autovalores da matriz de estado
A, podem ser determinados calculando-se as raizes do polindmio caracteristico
obtido através da expressao

A(s) = det[s. I — A] (20.1)

Os resultados sao apresentados na tabela 20.1.

Tabela 20.1 — Polos do sistema em malha aberta

0

0

0 + 0,0098i

0 — 0,0098i

0

—15,3846

—15,8730

—14,7059

—14,9254

Pode-se notar que dentre os 9 polos encontrados tem-se quatro negativos,
um par de polos complexos com parte real nula, e trés nulos.

Assim, dada a existéncia de polos reais nulos multiplos, pode-se afirmar que o
sistema é instavel (FRIEDLAND, 2005).

A figura 20.1 mostra a posicéo dos polos no plano complexo.
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Eixo imaginario (seconds'1)

Diagrama de polos do sistema linearizado em malha aberta
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Figura 20.1 — Diagrama de polos do sistema linearizado em malha aberta
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21 ANALISE DE CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

Para um sistema representado em espaco de estados no qual a matriz de
estado A possui dimenséo n X n, a matriz de entrada de controle B possui dimensao
n X m e a matriz de saida C possui dimensédo p X n, podem-se definir as matrizes de

controlabilidade
Ct=[B AB A.B -- A" 1.B] (21.1)

com dimensao n X n.m, e de observabilidade
|

A? | (21.2)
|

com dimensodes n.p X n.

Assim, um dado sistema sera dito controlavel se o posto da matriz Ct for igual
a n e, de maneira similar, serd dito observavel se o posto da matriz Ob for também
igual a n.

Através da utilizacao de funcdes dedicadas do programa Matlab, calculou-se
as matrizes de controlabilidade e observabilidade do sistema e, em seguida, o posto

de cada uma delas. O resultado obtido foi
posto de Ct =9
posto de Ob =9

indicando, assim, a controlabilidade e a observabilidade de todas as variaveis de

estado utilizadas aqui para descrever a dinamica do quadricoptero.
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22 CONTROLE POR ALOCACAO DE POLOS

Uma vez constatado que o sistema em questdo é completamente controlavel
e observavel, pode-se prosseguir com o projeto do sistema de controle, que neste
trabalho sera baseado na alocacéo de polos.

O objetivo desse sistema de controle é levar o quadricoptero a condicao de
voo pairado, na qual a aeronave esta nivelada e com velocidades angulares nulas, a
partir de uma condic&o inicial arbitraria, mas ainda dentro dos limiteis tangiveis pelo
modelo linearizado.

Vale ressaltar que o estado em condicdo de voo pairado corresponde a
origem da representacdo em espaco de estados, de modo que o sistema de controle
proposto aqui é um regulador, em oposicdo ao seguidor que serd discutido
futuramente.

Neste ponto do trabalho sera considerado que todo o estado esta disponivel,
ou seja, tem-se 0 conhecimento, a cada instante, de todas as variaveis de estado.

O desenvolvimento de sistemas de controle pelo método da alocacdo de
polos parte do principio de que as posi¢cdes dos polos relativas ao plano complexo
sao responsaveis por todas as caracteristicas do comportamento dinamico da planta
em questdo. Isso torna possivel modificar a natureza de suas respostas, alterando-
se a posicao dos polos do sistema em malha fechada.

A escolha dos novos polos deve ser feita de tal forma a garantir a
estabilidade, o que se consegue fazendo com que todas as parcelas reais sejam
negativas, e a melhorar o desempenho segundo algum critério, que no caso sera a
diminuicdo do tempo necessario para que a planta entre em equilibrio.

O novo conjunto de polos proposto € apresentado na tabela 22.1.
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Tabela 22.1 — Novo conjunto de polos

-9 + 60

-9 — 6i

-5+ 3i

-5 — 3i

-8

-7 + 9i

-7 — 9i

-7 + 9i

-7 — 9i

De posse dos polos realocados, pode-se proceder com o desenvolvimento da
lei de controle.
Considerando-se um sistema cuja equacao de estado é dada por x = A.x +

B.u, pode-se definir uma acéo de controle proporcional ao vetor de estado, tal que

u=-Kx (22.1)

onde K é a matriz de ganhos de controle, a ser obtida a partir da matriz de estado A4,
da matriz de entrada de controle B e dos polos realocados do sistema. Neste
trabalho, a determinacdo de K sera feita numericamente através de uma funcédo
dedicada do programa Matlab, a partir dos parametros supracitados.

Substituindo-se a acédo de controle proporcional na equacado de estados,

obtém-se
x=A.x+B.u
-x=Ax—B.Kx
- x=(A—-B.K).x
- x=F.x (22.2)
com

-F=A-B.K

Na simulacdo computacional cujos resultados serdo apresentados a seguir, a

acdo de controle obtida foi realimentada no sistema néao linear, que por sua vez foi
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integrado no tempo empregando-se o Método de Runge-Kutta de quarta ordem.
Assim, foi possivel obter uma resposta mais realista do que a que teria sido obtida a
partir da simulacdo do modelo linearizado. Vale ressaltar que para esta simulacéo,
considerou-se que todo o estado estava disponivel para a geracdo da acao de
controle.

As condic¢des iniciais utilizadas estdo apresentadas na tabela 22.2, e os

resultados obtidos estdo apresentados nas figuras 22.1, 22.2 e 22.3.

Tabela 22.2 — Condig¢8es iniciais para o sistema em malha fechada

Coordenada ¢ da posicéo angular (Direcdo 0zx; — Rolagem) ¢ =5°

Coordenada 6 da posicao angular (Dire¢do Ogy, — Arfagem) 6 =10°
Coordenada p da velocidade angular (Direg&o 0zx5) p=20°s
Coordenada q da velocidade angular (Direcao Ogy,) q=15°/s
Coordenada r da velocidade angular (Dire¢@o Ogzg) r=10°/s

Velocidade angular do rotor 1 AQ, =0

Velocidade angular do rotor 2 AQ, =0

Velocidade angular do rotor 3 AQ; =0

Velocidade angular do rotor 4 AQ, =0

Sistema nao linear em malha fechada - Alocagao de polos

Posi¢des angulares
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= phi
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 22.1 — Grafico das posi¢des angules para a alocacao de polos
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Sistema nao linear em malha fechada - Alocagao de polos
Velocidades angulares
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Figura 22.2 — Grafico das velocidades angulares para a alocacdo de polos

Sistema nao linear em malha fechada - Alocagao de polos
Variagdes dos sinais de entrada de controle
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Figura 22.3 — Grafico dos sinais de entrada de controle para a alocacéo de polos

A partir da figura 22.1 podem-se ver claramente os angulos ¢ e 6

estabilizando-se em torno do zero em aproximadamente 1 s, conforme desejado.
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Ja a partir da figura 22.2 podem-se ver as velocidades angulares p e g
estabilizando-se em torno do zero e a velocidade angular r estabilizando-se um
pouco abaixo do zero, em aproximadamente —1°/s. O desvio no ponto de equilibrio
da coordenada r se deve a nao linearidade do sistema. Esse fato foi comprovado
em simulacdes preliminares onde a mesma acao de controle agindo sobre o sistema
linearizado ndo apresentou qualquer desvio entre as variaveis de estado controladas
e as respectivas referéncias (origem do espaco de estados) apos a estabilizacao.

Por fim, a partir da figura 22.3 podem-se ver os sinais de entrada de controle.
Nota-se que nos primeiros décimos de segundo da simulagdo ocorreu uma breve
saturacdo nos sinais u; e u,. Tanto na simulacdo apresentada quanto no sistema
real, o efeito da saturacdo dos motores elétricos € a auséncia de respostas para
aumentos adicionais nos sinais de controle. Em outras palavras, uma vez atingidas
as velocidades angulares maximas de cada motor, estas ndo mais variam para
sinais de controles iguais ou superiores aos respectivos valores de saturacao.
Assim, ndo existe risco da ocorréncia de avarias nos motores, nem de respostas

abruptas do sistema quando este satura.
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23 CONTROLE COM OBSERVADOR DE ESTADO

Embora seja possivel amostrar todas as variaveis de estado utilizadas na
descricdo da dindmica do quadricOptero, esta ndo € a realidade do prototipo
construido. Neste, apenas as posicdes angulares ¢ e 0, e as velocidades angulares
p, q e r sao direta ou indiretamente monitoradas, de modo que as velocidades
angulares dos rotores AQ); nao estaréo disponiveis.

Para solucionar esse problema, seré desenvolvido e simulado nesta sec¢édo o
conceito de observador de estado, para que, a partir das varidveis de saida
efetivamente amostradas, consiga-se gerar uma estimativa do estado completo, que
podera ser entdo usada para a obtencéo do sinal de controle.

Considerando-se a equagéo de estado x = A.x + B.u do sistema em questéo,

pode-se definir a equagao do observador como

onde X é uma estimativa para x, K, é a matriz de ganhos do observador e as
matrizes 4 e B sdo analogas as matrizes A e B da equacéo de estados do sistema.

O erro associado a estimativa do observador é definido como

e=x—-X (23.1)

Uma vez que quanto melhor a estimativa, mais precisa pode ser a acao de
controle gerada a partir dela, convém-se reduzir ao maximo o erro, de preferéncia
fazendo-o tender assintoticamente a zero. Para tanto, deve-se proceder
determinando os parametros desconhecidos da equacao do observador.

Primeiramente, subtrai-se da equacdo de estado do sistema a equacéo do

observador

¥—X=Ax+Bu—AxX-Bu—-K,y

Notando-se que e =x—x e que y = C.x (lembre-se que D = 0), pode-se

rearranjar a equacao anterior na forma
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ée=(A-4-K,C).x+(B-B)u+4e

Em seguida, impbe-se que 0 erro e va assintoticamente a zero

independentemente dos valores de x e u fazendo-se

de modo que

Assim, as equacdes diferenciais do observador e do erro sdo dadas por,
respectivamente,
Xx=(A-K,.C).X+B.u+K,y (23.2)
e=(A—-K,C).e (23.3)

A determinacao da matriz de ganhos do observador K, pode ser feita através
da escolha e subsequente alocacédo dos seus polos, lembrando que o erro entre o
estado e sua estimativa deve diminuir o mais rapido possivel.

Uma forma de se satisfazer essa condicdo € fazendo com que os polos do
observador fiqguem a esquerda dos polos do sistema observado. Assim, no presente
trabalho, os polos do observador serdo gerados as partir dos polos do sistema
observado em malha fechada, multiplicando-se os ultimos por uma constante. Em
particular, serdo usados os polos da tabela 22.1, os quais serdo multiplicados por
2,43.

Por fim, a lei de controle do regulador é obtida mantendo-se a matriz de

ganhos de controle K, e fazendo-se a realimentagdo com o estado reconstruido
u=-Kx (23.4)

Vale ressaltar que a matriz de ganhos de controle K pode ser determinada
assumindo-se que todo o estado esta disponivel, de forma analoga a conduzida na
secao 22.
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Para a implementacdo do observador de estado, deve-se obter a sua
equacao em termos do estado reconstruido X e das leituras y dos sensores. Para

tanto, basta a substituicdo da equacédo 23.4 na equagéao 23.2

x=(A-K,0).X+Bu+K,y
-x=(A-K,.C—B.K).X+K,.y

-x=M,X+K,.y (23.5)

onde
M,=A-K,.C—B.K

Tanto na simulacdo em Matlab quanto no codigo de controle embarcado, sera
empregada a solucdo do equivalente discreto da equacao 23.5, com incrementos de
tempo aproximadamente uniformes ditados pela velocidade do hardware, utilizando-
se o algoritmo representado pelas equacdes 14.21, 14.22 e 14.23. Observando-se

as analogias e fazendo-se as substituicbes apropriadas obtém-se

M32.At?  M3.At3 M?. At™
@p =1+ Mo At + ———+——+ -+ — (23.6)
I =LA+ M. At? N M3, At3 N M3, At* - M? At 237
o 2! 3! 4! (n+1)! '
®(k+1) = ®,.%(k) +T,.K,.y(k) (23.8)

Com base, mais uma vez, nas condi¢des iniciais apresentadas na tabela 22.2,
procedeu-se com a simula¢do do modelo ndo linear em malha fechada, utilizando-se
a matriz ganhos de controle K, obtida por alocacdo de polos na secao 22, porém
gerando-se a acao de controle a partir do estado reconstruido pelo observador de
estado. Da mesma forma que na secao 22, a acao de controle foi realimentada no
sistema nao linear, que por sua vez foi integrado no tempo empregando-se o Método
de Runge-Kutta de quarta ordem. As condi¢des iniciais do observador foram
deixadas fora do ponto de equilibrio, para que se possa verificar que o erro e tende a

zero.
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Os resultados obtidos estdo apresentados nas figuras 23.1, 23.2 e 23.3.

Sistema nao linear em malha fechada - Observador de estados

Posi¢des angulares
15 T T T T T T T T T
m—— phi
theta

Posicao angular [°]

5+ ]

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 23.1 — Grafico das posi¢des angules para o observador de estados

Sistema nao linear em malha fechada - Observador de estados
Velocidades angulares

T T T T T T T T

30

20

10

-10

Velocidade angular [°/s]

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo t [s]

Figura 23.2 — Grafico das velocidades angulares para o observador de estados
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Sistema nao linear em malha fechada - Observador de estados
Variagoes dos sinais de entrada de controle

25 T T T T T T T T T
u1
20 u2 !l
ul
15 ad

10 .

Sinal de entrada de controle [8-Bit PWM]

25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 23.3 — Grafico dos sinais de entrada de controle para o observador de estados

Pode-se notar que as posi¢cdes angulares obtidas a partir da simulagédo do
sistema com observador de estado e apresentadas na figura 23.1, sdo muito
parecidas, ao longo de todo o intervalo de tempo simulado, com as obtidas na sec¢éo
22. J4 os trechos transientes das velocidades angulares apresentadas na figura
23.2, bem como dos sinais de entrada de controle apresentados na figura 23.3,
diferem sensivelmente das respectivas grandezas, nos mesmos trechos, obtidas na
simulacdo da secdo 22, onde se supds o conhecimento do estado completo. No
entanto, depois de atingido o equilibrio, as velocidades angulares e os sinais de
entrada de controle de ambas as simulagcfes tendem aos mesmos valores.

As diferencas iniciais observadas nas magnitudes das respostas se devem ao
fato de as condic@es iniciais do observador terem sido deixadas fora das respectivas
posi¢cdes de equilibrio ou, em outras palavras, com erros iniciais diferentes de zero
em todas as variaveis de estado. O fato de o sistema ter se estabilizado mesmo

assim, indica que o erro esta de fato tendendo a zerro, conforme esperado.
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24 SEGUIDOR DE REFERENCIAS

Nesta secdo serd desenvolvido um sistema de controle capaz de fazer a
planta seguir um sinal de referéncia diferente da origem do espaco de estados, de
forma a dar manobrabilidade ao quadricdptero, permitindo-o realizar trajetOrias
diversas, através de alteracdes convenientes dessa referéncia. Note que até o
momento tudo o que foi feito foi garantir a estabilidade da aeronave numa situacao
de voo pairado.

Sendo x, o0 vetor de referéncia a ser acompanhado e x as variaveis de

estado, pode-se definir o erro do acompanhamento como

e=x-—x, (24.1)

Uma primeira tentativa de determinacdo da acdo de controle, que faria a
planta acompanhar o sinal de referéncia, seria através da realimentagéo dessa acao
pelo erro do seguidor

u=-Ke=-Kx+K.x,

No entanto, pode-se demonstrar (FRIEDLAND, 2005) que uma acao de
controle desse tipo leva a um erro em regime permanente diferente de zero.

Para solucionar esse problema, deve-se encontrar o estado em regime
permanente, x,,, € aplicar uma acédo de controle adicional, u,,, que leve o estado

até a referéncia desejada, de modo que
u=-Kx+K.x,+u, (24.2)
Como se espera que 0 erro em regime permanente e = x — x,, se anule, tem-
se que

X = Xpp

U= Uy
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Aplicando-se o resultado anterior nas equacdes de estado 14.1 e de saida
14.2 do sistema, obtém-se
0=Ax,+Bu,

Yrp = C.Xpp + D.uyy,

Considerando-se que o estado, a acdo de controle, e a saida em regime

permanente sejam proporcionais ao vetor de referéncia, ou seja,

Xrp = Ny. Xy
Uy = Ny X;
Yrp = C.X,
obtém-se que
0=AN,.x.+B.N,.x,
C.x,=CN,.x,+D.N,.x,

Reorganizando-se o sistema acima, nas incognitas N, e N,, em notacao

matricial para o caso em que x,. # 0, obtém-se
[ olnl=1c]
C DIIN, C

Se a matriz [‘g g] for inversivel, a solucdo sera dada simplesmente por

[xz] - ‘g g - [(1)] (24.3)

: ~ — . ~ [N
Caso a matriz [‘g g] nao seja inversivel, pode-se obter uma solucéo [Nx]
u

utilizando-se o conceito de pseudo-inversa.
De posse dos valores encontrados para N, e N,, bem como das relagdes
Xrp = Ny.X,. € u,, = N,.x,, Obtém-se a acdo de controle procurada, que fara a

planta acompanhar o sinal de referéncia constante
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u=—-Kx+ (K.N,+N,).x, (24.4)

ou utilizando-se o conceito de observador de estados
u=-Kx+ (K.N,+N,).x, (24.5)

Para facilitar a implementacdo do seguidor de referéncia, propbe-se o

rearranjo da equacéao 24.5 a seguir

u=-Kx+ (K.N,+N,).x,
u=-K.x+N,.x, (24.6)
onde
N,=K.N,+N,

Tomando-se condicfes iniciais nulas (voo pairado), procedeu-se com a
simulacdo do modelo nado linear em malha fechada, utilizando-se a matriz ganhos de
controle K, obtida por alocacédo de polos na secédo 22. A acao de controle foi gerada
a partir do estado reconstruido pelo observador de estado, mantendo-se a matriz de
ganhos do observador K, da secdo 23, e incorporando-se o seguidor de referéncia.
Da mesma forma que nas secdes 22 e 23, a acao de controle obtida foi realimentada
no sistema nédo linear, que por sua vez foi integrado no tempo empregando-se o
Método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Os resultados obtidos estdo apresentados nas figuras 24.1, 24.2 e 24.3.
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Sistema néao linear em malha fechada - Seguidor de referéncias

Posi¢gdes angulares
15 T T T T T T T T T

= phi
theta

10 7

Posicéao angular [°]
o

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 24.1 — Gréfico das posi¢bes angules para o seguidor de referéncias

Sistema néao linear em malha fechada - Seguidor de referéncias

Velocidades angulares
30 T T T T T T T T T

20 — H

101 g

10+ N

Velocidade angular [°/s]

_30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo t [s]

Figura 24.2 — Grafico das velocidades angulares para o seguidor de referéncias
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Sistema nao linear em malha fechada - Seguidor de referéncias
Variagoes dos sinais de entrada de controle

25 T T T T T T T T T
u1
g‘ 20+ u2 H
ul
o L i
= 15 u4
a
©, 10F &
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S 5 -
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Figura 24.3 — Grafico dos sinais de entrada de controle para o seguidor de referéncias

A partir da figura 24.1 observa-se que ¢ parece seguir a referéncia 0,4 ao
passo que 6 parece seguir a referéncia 4,1. No entanto, as referéncia
implementadas foram, respectivamente, zero e 3,0. Assim conclui-se que o seguidor
de referéncia apresenta um erro em regime permanente quando aplicado ao sistema
nao linear, sendo esse erro tanto maior, quanto maior for o distanciamento da
referéncia imposta em relacéo a origem do espaco de estados. De fato, aplicando-se
o mesmo seguidor de referéncia ao sistema linear a partir do qual foi obtido, com as
mesmas condi¢cdes iniciais e referéncias a serem seguidas, ndo se observou
qualquer erro em regime permanente, comprovando-se que o desvio resulta da sua
aplicacao sobre o sistema néo linear.

Ja a partir das figuras 24.2 e 24.3, pode-se notar que as oscilacbes das
velocidades e dos sinais de entrada de controle foram sutis, quando comparadas
aos resultados obtidos da sec¢ao 23, ou mesmo da secao 22. Isso se deve ao fato de
que, na presente secéo, as condi¢des iniciais impostas ja representavam o equilibrio
de voo pairado e a referéncia imposta ndo diferia muito dessa situagéo.
Adicionalmente, ndo foi introduzido um erro inicial entre as varidveis de estado

reconstruidas e as variaveis de estado reais.
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25 CONSTRUCAO DO PROTOTIPO

25.1 Placa de circuito

Para a interligacdo dos diversos dispositivos eletrénicos embarcados que
compdem o protétipo ao Arduino DUE, foi necesséaria a confeccdo da placa de

circuito indicada na figura 25.1.

Figura 25.1 — Placa de circuito para a interligacdo dos dispositivos eletrénicos ao Arduino DUE

Para a conexdo do acelerbmetro BMA180 (BOSCH, 2010), do giroscépio
ITG3205 (INVENSENSE, 2010) e dos sensores de refletancia QTR-1A (POLOLU,
2014), seguiu-se estritamente as recomendacdes presentes nos respectivos
datasheets. Adicionalmente, os conectores do acelerdbmetro e do giroscopio foram
posicionados em orientacdes convenientes, fazendo com que as dire¢cdes das
tomadas de medidas de cada um desses sensores figuem concordantes.

Com o intuito de facilitar modificacfes e expansdes futuras, bem como de
melhor aproveitar o elevado potencial do Arduino DUE, foram incluidas na placa de
circuito conectores que permitem o acoplamento de receptores de radio controle
com até dez canais. Incorporaram-se também 0s conectores necessarios para a
utilizacdo em paralelo de até dez ESCs e dez sensores de refletancia, permitindo
assim a utilizacdo de até dez motores. Os conectores destinados aos ESCs, podem
também ser utilizados para a instalacéo de servos motores de diversas capacidades,

bastando para isso a habilitacdo da alimentacdo para correntes elevadas por meio
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de jumpers individuais, posicionados ao lado de cada conector (desabilitado por
default).

Por fim, foram adicionados trés LEDs e uma buzina, que permitem a
implementacédo de avisos visuais e sonoros em situacdes de perigo para 0 usuario,
anormalidades no protétipo e para funcdes de teste.

A figura 25.2 mostra o aspecto da placa de circuito montada, porém sem 0s
ESCs ou os sensores de refletancia. O Arduino DUE e o receptor ficam montados

abaixo da placa de circuito, como pode ser visualizado na figura 25.3.

Figura 25.2 — Placa de circuito montada

Figura 25.3 — Arduino DUE e o receptor montados abaixo da placa de circuito
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25.2 Estrutura

A construcdo da estrutura apresentada na sec¢do 17 envolveu processos de
fabricacdo manuais simples, onde foram utlizadas ferramentas facilmente
encontradas em qualquer residéncia.

A figura 25.4 mostra um dos componentes da estrutura sendo fabricado, a
figura 25.5 mostra a estrutura montada, mas sem 0s componentes eletrénicos,

sendo pesada, e a figura 25.6 mostra o prot6tipo completo e finalizado.

Figura 25.4 — Fabricacdo de um dos componentes de madeira
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Figura 25.6 — Prot6tipo completo e finalizado

Observe gue no protétipo construido foram adicionadas hastes, que reduzem
a chance dos rotores em movimento entrarem em contato com objetos de grandes
dimensbes ao seu redor. Esse cuidado foi tomado para permitir que testes em
ambientes fechados se tornem mais seguros.
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26 CONCLUSOES

As atividades abordadas neste trabalho compreenderam a reviséo
bibliografica, a obtencdo do modelo dindmico n&o linear do quadricOptero, seguido
da sua linearizacdo e representacdo em espaco de estados, o estabelecimento do
esquema de sensoriamento necessario ao sistema de controle, a selecdo e
aguisicdo dos componentes, a execucao do projeto do protétipo, a obtencédo dos
seus parametros fisicos, a simulacao, validacdo e anélise do modelo ndo linear em
malha aberta, o desenvolvimento tedrico do sistema de controle e, por fim, a
construcdo do prototipo.

Assim, uma vez que o protoétipo obtido esta pronto para receber o sistema de
controle embarcado e iniciar os testes de campo necessarios a sua validacdo, pode-
se concluir que o objetivo global do trabalho foi atingido com sucesso.

Com relacéo aos detalhes do trabalho, alguns pontos merecem destaque.

Primeiramente, o modelo dindmico em malha aberta obtido para o
quadricoptero, embora tenha sido usado com sucesso ao longo deste trabalho, pode
ser aprimorado em trabalhos futuros, com a consideracdo de efeitos aqui
negligenciados ou tratados de forma superficial.

Um desses efeitos é a flexibilidade da estrutura, que possui modos de
vibracdo pouco amortecidos que podem vir a corromper as medidas dos sensores
embarcados, especialmente do acelerdmetro. Além disso, a flexibilidade da estrutura
pode vir a causar um desalinhamento nas direc6es das forcas de sustentacdo, dos
torques de arrasto e dos momentos giroscépicos dos rotores, ocasionando uma
intensificagéo da instabilidade natural do sistema.

Outro efeito que, embora superficialmente considerado, deve ser estudado de
forma mais completa, sdo as propriedades aerodindmicas do quadricoptero, através
de uma avaliacdo precisa do seu coeficiente de arrasto e sustentagcdo como funcgéo
da direcao e intensidade do escoamento de ar incidente.

De uma forma geral, o sistema de controle desenvolvido com base no modelo
linearizado apresentou resultados satisfatérios, mesmo quando aplicado sobre o
modelo n&o linear. Tanto a acdo de controle gerada a partir do estado completo,
guanto a gerada a partir do estado reconstruido pelo observador de estado, depois,

€ claro, de encontradas as matrizes de ganhos de controle e de ganhos do
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observador apropriadas, foram capazes de levar o sistema a condicao de equilibrio,
representada pela origem da representacdo em espaco de estados. Assim, pode-se
dizer que, em tese, 0 voo pairado ja é possivel.

Em contrapartida, o seguidor de referéncia desenvolvido com base no modelo
linear apresentou um desempenho pouco satisfatério quando aplicado ao modelo
nao linear, apresentando um erro em regime permanente. Dessa forma, solucdes
alternativas precisardo ser exploradas para que o quadricOptero seja capaz de
realizar trajetdrias diversas, tais com a linearizagcao por partes.

Um ponto do trabalho que demandou grande esforco e dispéndio de tempo foi
a aquisicdo empirica dos dados necessarios para a determinacdo dos parametros
aerodinamicos dos rotores e dos parametros dos motores elétricos. O
desenvolvimento e fabricacdo da balanca dinamomeétrica, necessaria para medir as
forcas de empuxo e os torques de arrasto dos rotores, bem como do sistema de
tacOmetros, necessarios para a amostragem em alta velocidade das rotacdes dos
motores, formam um projeto a parte no ambito da metrologia.

Por fim, a construcdo propriamente dita do protétipo acabou por apresentar
poucos desafios, refletindo a simplicidade da sua concepcgéao.

Com a conclusao deste trabalho, tem-se inicio o trabalho seguinte, que tratara
do aprimoramento e implementacdo do sistema de controle desenvolvido no

hardware embarcado, e a validacao do prot6tipo.
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APENDICE A — LINEARIZACAO DO SISTEMA

Linearizacdo da equacao de xg

Xg =cO.cp.u+ (s¢p.sO.cp —cp.sp). v+ (cp.sO.cyp + sp.sp).w
- xg=cO.cPp.u+s¢p.s0.cp.v—cp.sP.v+cp.sO.cp.w + sp.syP.w

- X'E = f1(9,1/),u) +f2(¢191¢’v) +f3(¢,l/),'l7) +ﬁl-(¢' e,lp,W) +f5(¢),l/J,W)

f1(0,Y,u) = ch.cy.u

- f1(0,¥,u) = cOy.cy.ug + s6y. cPy.ugy. Oy + cBy. sWg. Ug. Yo — €Oy CPy. Uy
— 50y.cPg.uy. 0 — cOy.sYg. Uy Y + cOy. cYy.u
- fl(H,l/J,u) =u

f(¢,0,9,v) =s¢p.s0.cy.v
= f2(¢,0,9,v)
= S¢y.50y.cPy. vy — CPy.S5Op. Y. Vy. P — SPg. COy. CYy. V. O
+ S¢g.505- 5P Vg Yo — SPg.50y. cy. Vg + chy. SOy. CPy. Vg P
+ S¢g.cOy.cPy. V5.0 — Sg.S0. SYo. Vo Y + Sy. SO4. cPy. v
= f2(¢,6,9,v) =0

fs(, ¢, v) = —ch.sp.v
= f3(h, Y, v) = —co. SPo. Vo — SPo- SPo- Vo Po + Co. P Vo Yo + cPo. P Vo
+ 5¢Pg.-SY. Vg — cPg. CYPy. Vo. Y — Chy. SYy. v
- f3(p,h,v) =0

f1(9,0,Y,w) = ce.s6.cp.w
= fu($,6,9,w)
= cy.50y.cPo. Wy + S¢g.50. cYPo. Wo. Pg — cPg. cOy. cYPy. Wy. O
+ cg.50y. 5Py Wo. Yo — cPg.SOy. CPy. Wo — Sg.50g. cPg. wy. P
+ cg.cOy. cCYPo.Wy. 0 — cPy.50. Sy Wo. Y + cPg.S0,. CPy. W
= fa(9,60,,w) =0

fs(@, Y, w) = sop.sph.w

159



- fs(h, Y, W) = s¢g. 510 Wy — Chg. SPg. Wo. o — SPg. CPo. Wo. P — SPy. SPg. W
+ cp. SYo-Wo. P + SPg. Py Wo. Y + 5. SPo. W
- f5(¢),l/),W) =0

> Xp=1Uu (13.2)

Linearizacdo da equacao de yg

yg = cO.5¢p.u + (s¢p.s0.sP + cop.c).v + (cp.sO.sP — s¢p.cp). w
- Vg =cO.5¢.u+sp.s0.s9P.v+cop.cp.v + ch.sO.sPp.w —s¢p.cp.w

- yE = f6(9'¢Ju) +f7(¢,9,l/),v) +f8(¢'¢rv) +f9(¢)' B,IP,W) +f10((;b,1,b,w)

fe(0,9,u) = cO.59.u
- fo(6,,u) = cOy. 5. Uy + 564. 5P Uy. Oy — COy. CWy. Ug. Yo — COy. SYy. Uy
— 500.5Yg.Up. 0 + cOy. c . up. Y + cOy. 5Py u
- f6(6,9,u) = s0

f:(¢,0,Y,v) =s¢p.s6.sp.v
= f7($,6,9,v)
= S¢g.50y.5Yo.- Vg — €Pg.500. SYq.Vg. g — SPg- €Oy. SPy. Vg. O
— S¢Pg.504. cy. V. Yo — SPg. S0y. SPy. Vg + Chy. 50y SYy. Vg P
+ S¢g.€Oy.SYy.Vg. 0 + S.50y. cPy. Vo Y + Sg.50p. Y.V
= f2($,6,9,v) =0

fe(, ¥, v) = cp.cp.v
= fa(@, 1, v) = cPo. co. Vo + 5Po. Cg. Vo. Po + cPo. SPg. Vo. Yo — P o Vg
— SQo.CYPo. V. P — CPo.SP. Vo. Y + CcPg. CPy. V
- fe(p,h,v) =v

fo(9,0,Y,w) = cp.s0.s¢p.w
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= fo($,6,9,w)
= cPg.50y. SYo- Wy + 5Pg.50y. SYPo. Wy. Pg — CPg-COy. SPy. Wy. By
— CcPg.S0y. Py wo. Yo — cPhg.50y. SPo. Wo — Sg.50g. SYy. Wy. P
+ cg.cOy. 5Py Wy. 0 + cy. 5. cPy. Wy Y + cg. SOp. Sy W
= fo($,6,9,w) =0

fio(d, Y, w) = —s.cp.w
- fio(P, P, w)
= —5¢g.CYPg.-Wo + cPg. cCYPo.Wy. g — SPg. SYPo- Wo. Py + SPg. cPg. Wy
— Cco.CPo.Wo. P + 5Pg.SPo. Wo. P — 5Pg. CPg. W
= fio(,Y,w) =0

S Yg =V (13.3)

Linearizacdo da equacao de zg

Zzg = —S0.u+sp.c0.v+cop.c.w
- Zg = f11(0,0) + f12(¢,0,v) + f13(d, 6, w)

f11(6,u) = —sb.u
4 f11(9, u) = _Seo.uo + C90.u0.90 + Seo.uo - Ceo.uo.e - 590.u

- f16,uw)=0

fi2(¢,6,v) = s¢p.cO.v
= f12(,0,V) = sg. cOy. vy — cPg.cOy. V. Py + S-S0y Vy. Oy — SPg. €Oy. Vg
+ cg.cOy. V9. — Sy.560. V5.0 + 5. cOy. vV
= f12(¢,0,v) =0

fi3(p,0,w) = cp.cO.w
- fi3(, 0, w) = cg.cOy.wy + Sg.cOy.Wy. Py + cpg.58. Wy. 8y — cg. cOy. Wy
—5¢g.€Oy.Wy.p — cy.50.Wy.0 + chy.cOy. W
- f13(¢,0,w) = w
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—»Zg=w (13.4)
Linearizac&o da equacéo de ¢

¢ =p+sp.tanb.q+cop.tanb.r
- ¢ =p+ f14($,6, Q) + f15($,6,7)

f14(¢; 9; q) = S(nb'tan 9 . q
= f14(¢,0,q) = 5¢o.tan by . qo — cpy.tan by . qo. ho — So. (secH)?. qo. Oy
— s¢po.tan By .qg + cPy.tan by . qo. @ + sPg. (secHy)?.qo. 0 + spy.tan by . q

- f14-(¢' 9! CI) =0

fis(¢,0,r) = cp.tan b .r
- f15(¢,0,1) = cpy.tan b, .1y + sPg.tan b, . 1. P — cPy. (secHy)%. 7.0,
—cg.tan By .19 — So.tan b, . 15. P + cPy. (secHy)%.75.0 + cPg.tan b, . 7

- f15(¢,6,7') =0

S>¢=p (13.5)
Linearizacdo da equacéo de 6

0=cp.q—sp.r
-0 = fi6(¢, Q) + fr7(d,7)

fi6(9,q) = cp.q
= f16($,q) = co.qo + 5Po.qo- Po — CPo-qo — SPo.qGo- P + cPo. q
- fi6($,9) = q

fi7($, 1) = —=sp.7
= f17(h, 1) = =sPo. 1y + cPo.To. o + SPo.To — CPo.To. P — SPo.T
- fi7(¢,1) =0

-0=q (13.6)
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Linearizac&o da equacéo de i

Y =s¢p.secH.q + cep.sech.r
- ll} = f18(¢’6’Q) +f19((]5,9,r)

f18(¢’ 6) CI) = S¢.S€C9 -q
- f15(,0,q) = s¢y.secBy.qy — cPg.secby.qo- Po — SPo-secHy.tan b, . q. 6,
— S¢pg.secBy.qo + cpgy.secBy.qo. P + sggy.secHy.tan b, .q,. 0

+ s¢g.secHy.q
- f18(¢' 9' q) =0

fio(¢p,0,7) = cp.secO.r
- fi9(,0,1) = cpy.secBy .1y + s¢g.sec by .1y. Py — cdhy.sec b, .tan b, .1,. 0,
—cg.secly.1rg — Spg.secly.15. ¢ + cpy.secly.tan b, .7,.0

+ cg.secly .1

- f19(¢1 er) =r

Y =r (13.7)

Linearizacdo da equacéo de u

S.C
u=r.v—q.w-—g.so _pz mDu.\/u2

= U= fo0(r,v) + f21(q, W) + f22(0) + fo3(w)

foo(r,v) =10

= fo0(r,v) = —15. V9 + vo. 7 + 1.V

= fao(r,v) =0
for(g,w) = —q.w

- f1(q, W) = qo.Wo — Wo.q — qo. W

- f21(CI'W) =0
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f22(0) = —g.s0
- f22(9) = g (_560 + Ceo.eo - C@O.Q)

- f22(0) = —g.0

__p.S.Cp
fos(w) = + >m ¢
_p.S.C u
- foz(u) =+ mD<—70+uo.u>
- fos(w) =0

onde o sinal negativo em f,5 vale para quando u > 0.

-u=-g.0 (13.8)

Linearizacdo da equacéo de v

S.C
v=p.w-r.u+g.s¢.cl _pz mDv.\/vz

=V = fou(p,w) + fos(r,u) + f26(P, 0) + f27,(v)

foa(p,w) =p.w
= f2a(p,W) = —po. Wy + Wo.p + Do. W
- foa(p,w) =0

fos(r,u) = —r.u

- fos(r,u) =1r5.Uuy —Up.T —15.U

- fZS(TIu) =0

f26(¢,0) = g.s¢p.cO
= f26(,0) = g.(5¢y.cOy — cPy.cOy. Py + SPg.500.0y + chy.cOy. P — SPg.56,.0)
- fr6($,0) =g.¢

pS CD
2.m

v2

f27(v) =+
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_p.S.Cp[ v
- fo;(v) =+ - <—7+ Vo. VU

- fo7(v) =0
onde o sinal negativo em f,, vale para quando v > 0.

Sv=g.¢ (13.9)

Linearizacdo da equacao de w

S.C
W=qu—puv+g.cp.co _pz mDW.\/Wz

p.D*
m

(kr,. Q2 + ke,. Q% + kr,. Q3 + kr,.Q3)

4

.S.C .D* .D
P DW.\/WZ—p le.Q%—kaT..Q%

> WwW=qu—p.v+g.cp.cld —

2.m m 2
.D* .D*
—pm kTB.Qg—pm ke, 02
> W = fo5(q,u) + f20(0, V) + f30(P, 0) + f3:(W) + f32(Q1) + f33(Q2) + f34(Q3)
+ f35(Q4)
f2s(q,u) = q.u
- fo8(q,u) = —qo-Up + Ug-q + qo. U
- f2s(qu) =0

f20(p,v) = —p.v
= f20(p, V) = po. Vo — Vo.D — DoV
- fa9(p,v) =0

f30(,0) = g.co.cO
- f30(h,0) = g.(cy.cOy + spg.cOy. Py + cPy.50.0y — SPo.cOy. p — cpy.56,.0)

- fao(d,0) =g
fulw) = FE200
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_p.S.Cp w
- fs(w) =+ - <—7+W0.W

- f3(w) =0
onde o sinal negativo em f;; vale para quando w > 0.

p.D*

m

f32(91) = -

ke, 03

kr .p.D*
= f32(Qy) = ——— - (Ql(z) - 2-910-91)

p.D*

m

f33 (Qz) = -

ke, 03

kr .p.D*
- f33(Q,) = ZT(ng - 2-920-92)

p.D*

m

f34(93) = -

ker,. 02

kr..p.D*
- f34(Q3) = ——— - (933 - 2.930.93)

p.D*

m

f35(Qy) = — kr,.Qf

kT pD4
- f35(Q) = —— - (945 — 2.0y, (24)

_ kr .p.D* kg .p.D*
Sw=g+———(0)—2.0,,.9) + ZT(ng —2.0,,.0,)
kr..p.D* kr .p.D*
+ 37 (Qsf —2.03,.93) + “T (Rl —2.0Q4.Q4)
4
. ' 2 2
_>W:g+ m (le'ng+kT2'ng+kT3'Q3o+kT4'Q40)
2.p.D*
- (kry-Qa g + by Qo Q + ki, Q3. Q3 + kp,. Q4. Q)
) 2.p.D*
>Ww=2g- (kry- Q1o + ke, Qo0 Q + k. Q3. Q3 + kg, Qg . Q)

m
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2.p.D*

- W = Zg - (le.ng + sz-ng + kTg'Q3§ + kT4.Q4§)

2pD4

(kry- Q19 0Q + k1, Q5. AQy + k. Q3. AQ3 + ki, Q4. AQ)

-w=2.9-2.9

2 D*
P (kry- Q19 0Q + k1, Q5. AQy + k. Q3. AQ3 + ki, Q4. AQ)
. 2.p.
W= m (le'Qlo'Aﬂl + kTZ'QZO'AQZ + kT3'Q30'AQ3 + kT4'Q40'AQ4)
2.kr.p.D*.Q 2.kr.p.D*.Q
= — T, P 1°Aﬂl— T, P ZOAQZ
m
2.kr..p.D*.Q 2.k;.p.D*.Q (1340
_ . T3.p. . 30 AQ3 _ . T4-p- . 4_0 AQ4
m m
Linearizacdo da equacéo de p
([yy zz) d
I . Ixx( Q1+ 0, —Q3+Q4).q
p.t.U~ L.D 2 2 2

T ( k. Q% —kr,. Q3 + kp,.Q3 + kr,. QF)
(=17 I I I I p.l.D* X
- P = Tq T—Iwﬂl.q +Iwﬂzq _IWQ}q +]Wﬂ4q —ITle..Ql

B B B B

p.l.D* p.l.D* p.l.D*
— IBTk Qz —Ixx k Qz —Ixx kT4.Qi

=P = f36(q,7) + f37(Q1, @) + f358(Q2, @) + f30(Q3,q) + fao(Qar @) + f21(Q1) + f22(Q3)
+ fa3(Q3) + f24(Q4)

(Iyy _Igz)
fze(q, 1) :BITQJ”

- 1)

- fas(q, 1) = T(‘Qo-ro +75.q + qo.7)

- f36(q,7) =0

r

1
f37(Q4,q) = —Iwﬂr q
B
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17"
- f37(Q1,9) = _IW(_'QlO- qo + qo- Q4 + Qlo'q)
B

r

I
XX 'Qlo q

- f3,(Q1,q) = I

r

f38(92l q) Ixx 2 q

IT
- f35(Qz,q) = Iw(—ﬂzo- qo + qo- Q2 + Q3. q)
B

r

- f38(QZP Q) XX QZO q

Iz

r

f39(Q3,q) = = 3.9

I

Ir
- f30(Q3,9) = _IW(_Q%'CIO + qo- Q3 + Q3. q)
B

r

I
- f30(Q3,q9) = Ixx % 30-4

r

I
fao(Q4,q) = IW'QAI-- q
B

IT'
= fao(Q4,q) = ]W(—Qzl»o- qo + qo- Qs + Q4. CI)
B

r

I
> fao(Q4, @) = I oz Qag 4

p.l.D*
f41(91) = —ITle-Qi
kr.p.l.D
- fu1(Qq) = _117( Qlo + 2.0, Ql)
B
p.l.D*
fa2(Q3) = ITsz-‘Q%
kr.p.l.D
> fiz(Q) = —— [3% (_ng + Z.on.ﬂz)
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4

p.LD*
f43 (Q3) Ixx k T3" Q3

kr..p.l.D
o @) =PI a2 12 0,,0,)
B

p.LD*
f4-4— (Q‘l—) Ixx k Tyt Q‘l-

kr,.p.l.D

= f14(Qy) = —ng' (—Q42 +2.04,.Q4)
I Ir I Ir
—-p=- Ixxﬂlo q+1xx‘0‘20 q- I Q30 q+1xx‘0‘40 q
kr.p.l.D* 5 kr,.p.l.D* 5
_ T(—Qlo +2.050.0;) — IBT(_QZO +2.0,5,.Q;)
kr,.p.l.D* 5 kr,.p.l.D* 5
— (s +2.03,.05) + I (02 +2.04,. Q)
B
I kr.p.l.D*
-Pp= IBW(_Qlo +tQp5 — O3, + Q40)-‘1 - [FZ (Qlo + z'ﬂlo'Aﬂl)
kr.p.l.D* kr..p.l.D*
- (2 +2.0,,.00,) + — = (Q32 +2.05,.00;)
B
kT p lD4
“17(943 +2.04,.00,)
B

. I
-p= I?(—Qlo + 0y, — Q3 + Q4y)-q

p-1.D* 2 2 2 2
e (K Qag = ke, Qo + k- Qag + k. Qag)
B
2.p.1.D*
IT(_le' Q- AQy — kp,. Qo AQy + k. Q3. AQ3 + ko, Q4. AQ)
B

. I
-p= I?(—Qlo + 0y, — Q3 + Q4y)-q

2.p.1.D*

XX
IB

(=kr,. Qg AQy — k. Qp . AQy + Ky Q3. AQ3 + k. Qg . AQ,)
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I
->p= IW(_Q1O +Qyp — Q3 + 940)-61
B

2.kr,.p.1.D%. Q4

XX
IB

AQ,

2.kr,.p.1.D*. Q,,

xXx
I B

AQ, (13.11)

2.kp,.p.1.D*. Qs

Ixx

AQ,

2.kr,.p.1.D*. Q4

xXx
I B

AQ,

Linearizacdo da equacéo de g

_Ue—l) L -0 +0,-0
_Tp-r-l'IW( 1= Q+ Q3 —Q).p
B

p-1.D* l D*
—5— (kr,. Q% — kr,.03 — kr,. Q3 + kr,.QF)
B
O UE -9 Ir Ir I7 I7 p.l.D* 5
—>q=—1yy p.r+Iwﬂl.p InyZ p+1yyﬂ 3.D — Iyyﬂ4 D+ — 79 le.Ql
B B B

p.l.D* , p.LD* 2 P l.D*
- 7y sz'QZ - 7y k 03 7y
B B B

Ky, 92
= q = fas(P,7) + f26(Q1, D) + f27(Q2,0) + fa5(Q3,0) + fao(Qa, P) + f50(Q1) + f51(Q2)

+ f52(Q3) + f53(Q4)

(IZZ _ Ixx)
fas (1) = 55
B

ZZ __ Ixx)
B — I
- fas(p,7) = — v (=po-To + 70-P + Do-7)
B

- f45(P. T') =0

r

fae(Q1,p) = Iwﬂr p
B

IT
- fas(Q1,p) = 2 (—Q1O-P0 + Do- Q1 + Q1O-P)
B
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r

- f4-6('Q'1i p) Iyy ‘Q‘lo p

r

far(Qa,p) = _Iy_y'QZ'p
B

I‘r
= fa7(Qp,p) = —Iw(—ﬂzo-po + po- 0, + on-p)
B
T

I
= fa7(Q,p) = —IWQZO-P
B

r

fas(Q3,0) = Iyy 3-P

Ir
- fag(Q3,p) = IW(_Q%'pO + Do- Q3 + 930-19)
B

r

- fa5(Q3,0) = Iyy Q3,.P

r

I
fao(Q4,p) = — IW Qu.p
B

Ir
- fao(Q4,0) = oy (—940-270 + po- Qg + 940-17)
B

r

- ﬁl-9('Q4-i p) = - Iyy 'Q4-0 p

p.l.D
fso() = —krl-ﬂf

B
kT plD4
= foo() = ——5— (-2 +2.0,,.0:)
B
p.l.D*
f51(ﬂz) = —ITkTZ-Q%
B
kr,.p.l.D* 5
B
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p.l.D*
f52(Q3) = _ITkTs'Qg
B
kr,.p.l.D* 5
- f52(ﬂ3) = _T(_ng + 2.030.03)
B
p-1.D 5
fis (@) = —k e O
B
kr,.p.l.D* 5
- f53(Qy) = — (—0Q,2 +2.04,.0,)
B
I Ir Ir Ir kr,.p.l.D
—q= Iyy Q1pP = Iyy Q290 + 755 7 Q30 _IWQ% —( Qlo + 2.0, Q)
B B
kr,.p.l.D* 5 kr,.p.l.D* 5
- Y (_on + 2-920-92) - T(_Q% + 2.930.93)
B B
kr.p.l.D* 5
#(—940 +2.040.Q4)
B
. Ir kT pl
=0 =755 Qg = Q2 + 03 = Qug)-p + — (910 +2.0,,.00,)
B B
_kg.p.L.D p.l.D4 ,
= Iyy (‘QZO + 2. ‘QZO AQZ) (930 + Z.Q3O.A.Q3)
B
kT4-,D- lD4 2
T(mo +2.04,.00,)
B
o
—4q= IW(Qlo —Qy, + Q3 — 940)-29
B
p.L.D* l 5 X ,
(le QIO kTZ'QZO - kT3.Q30 + kT4.Q40)
B
2.p.1.D*
IT (le'Qlo'Aﬂl - sz'QZO'AQZ - kT3'Q30'AQ3 + kT4,' Q4O.AQ4)
B

i
~q= ) 24 (‘0'10 - ‘0‘20 + ‘0‘30 - 940)-?9
B

2.p.1.D*
——5— (k- Q1. AQy = k7, Q50 AQy — k. Q3. AQs + ki, Qg . AQ)

B
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LI
- q = Iy_y(‘Q‘lo - QZO + ‘Q‘30 - ‘0‘40)'p
B

2 kr,. p.l.D* Ay,
Iyy

AQ,

2.kp..p.1.D%.Q,
——w 2 AQ, (13.12)

2. kT3.p. l.D%. Q30
- 1Y
B

AQ,

2.kr,.p.1.D*. Qy
Iyy
B

AQ,
Linearizacdo da equacao de r

IZZ (Ql - QZ + 'Q3 - '0'4)

5 -15”) . pD°
= Igz p q IZZ

(—kg,-QF + ko,.Q3 — ko,. 03 + ko,. Q)

—>r+—(Q1 Q4+ Q3 — Q)

IZZ
I b D5 D5 .D>
( Izz )p q-— plzz kQ1 ‘QZ p_k "Q% P

2
Ig Q2 - Igz 'Q3

kq

3

p.D>
+ Va ko, 0%

-7+ 17(91 Qz + Q3 - Q4) = fsa(, @) + f55(Q1) + f56(Q2) + f57(Q3) + f55(Q4)

I Iyy
fsa(p, @) = U 72 )p-q

(5 - 1)
= fou(p,q) = ——5—= 17 (=Po-90 + qo-P + Po-q)

- f54(p' CI) =0

p.D>

f55(Qy) = _ITkQ Q3

1
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ko,.p.D?
- f55(Qy) = —117
B

p
f56(Q3) = ITk

5
0,-P-D
- f56(Qy) = ZIZZ
B
f57(Q3) =
- f57(Q3) = —SIT
B

fss(Q4) = pIT

ko,.p.D?
- fog(dy) = 417
B

r

_)7;+IBZ(Q1_QZ+Q3_Q4)

le'p

.D5
=———— (-2 +2.0,,0,) +

IB
kQ3'p

.D> k
Q
= — (032 +2.05,.03) + —

Iy

—>T'+—(.Ql

IZZ

Q4+ Q35— Q)

le-,D

.D>
- (%2 +2.0,,.00,) +

1%

kQ3
I

k
T(930 +2.05,.00;) + -2

(—Q42+2.05,.Q)

5
2
0, 13

(—Q,2 +2.0,,.9,)

5
kQZ

(32 +2.05,.03)

5
ko, 02

(—Q42 +2.04,.Q4)

kg
IT( 920 +2.05,.9,)
.p.D>

77 (042 +2.04,.Q4)
B

ko
IT(QZO +2.0,,.A0,)

7(940 +2.04,.A0,)
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—>T+—(.Ql 02+Q3_Q4)

IZZ

_p-D 2 2
=z ( ko, Qg + ko, Qzg — ko, Qag + Ko, Qag)
2.p.D
17 ( ko, Qg AQy + kg, Qa0 AQy — ko, Q3. AQ3 + kg, Q. AQ,)

—>T+—(.Ql Qz+Q3_Q4)

IZZ

2.p.D
=z ( ko, -Qug-AQ + kg, Qp . AQy — kg, Q3. 003 + ko, Qg AQy)
r, Im . I . Im .
_)f'+ﬁﬂl —1702'{'179.3 —1794
2.kg,.p-D5.Qy,
=@ 7 AQ,
2.ko,.p.D5.Q 2.ko..p.D5.Q (1319
. Q .p. . 20 . Q -p- . 3
+—= AQ, - — A0,
B B
2.kg,.p.D>.Qy
4 Iéz 0AQ4
Equacdo de £,
1 K.
'Ql = —T—miﬂl’ + T:nnilui
- Q; = (Q +Aﬂi)+ (ulO+Au)
. 1 Km- 1 m
-0, =——Q; +—u;, ——AQ; + — Au
l Tmi 141) T . lo Tmi L Tm l
como u;,, 2 entédo
i ‘Qi = —T—A.Ql + T Aui (13.14)
m; m
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